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L’objectif de ces TP est d’appréhender la convolution, la transformée de

Fourier, les problématiques de troncature, d’échantillonnage et de les appli-

quer à quelques signaux 1.

Exercice 1. Convolutions

Pour chacun des couples de signaux suivants, représentez x, y, et les

produits de convolution x ∗ x, y ∗ y et x ∗ y. On pourra utiliser les fonctions

python numpy.convolve avec l’argument mode="same". On se placera sur

l’intervalle n ∈ {−10, . . . , 10}.

a. Portes.

x[n] = y[n] =

1 si |n| ≤ 4

0 sinon.

b. Sinus et dirac.

x[n] = sin(2πn/10) et y[n] =

3 si n = 4

0 sinon.

c. Triangle et rampe.

x[n] =


1 si n ∈ {−1, 1}

2 si n = 0

0 sinon

et y[n] =


−1 si n = −1

1 si n = 1

0 sinon.

Exercice 2. Série de Fourier d’un créneau (phénomène de Gibbs)

On considère le signal suivant de longueur N = 100 échantillons :

x[n] =

1 si 0 ≤ n < 50,

0 sinon.

a. Créez et affichez le signal x[n].

1. Une partie des TP est inspirée de ceux de Vincent Mazet, que je remercie d’avoir

mis ses enseignements en libre accès sur internet.
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b. La fonction numpy.fft.fft retourne X[k] = FFT(x), vecteur dépen-

dant d’un indice fréquentiel qu’on notera k, variant de 0 à N − 1.

Calculer X.

c. Représentez le module et la phase de X en fonction de k.

d. On souhaite maintenant reconstruire le signal temporel en ne considé-

rant que lesK premières harmoniques (c’-à-d. pour k ∈ {−K, . . . ,K}).

Il faut donc commencer par définir le vecteur des abscisses k (vous

pouvez par exemple utiliser numpy.arange). La fonction numpy.fft.

ifft retourne la TF inverse x̂ = FFT−1(X). Calculer x̂ pour dif-

férentes valeurs de K. Tracez la partie réelle de x̂ (le signal obtenu

contient une composante imaginaire due aux erreurs numériques) sur

le même graphe que x pour des valeurs de K de plus en plus grandes.

Que constatez-vous ?

Exercice 3. TF d’un signal réel

a. Représentez le signal x du fichier AEP-2005.csv, à charger avec numpy.

loadtxt("AEP-2005.csv", delimiter=’,’), qui correspond à la con-

sommation électrique de l’est des États-Unis, heure par heure sur

un an.

b. Représentez le signal y défini ci-dessous, ainsi que le produit de convo-

lution x ∗ y :

y[n] =

1/D si n ∈ {0, . . . , D − 1}

0 sinon,

où D = 24 correspond au nombre d’heures dans un jour. Commenter.

c. Représentez le module et la phase de X = FFT(x) en fonction de k.

d. Faites la même chose avec X = FFT(x − mean(x)). Expliquer la

différence.

e. En général, on préfère centrer la TFD autour de 0, donc entre les

échantillons −N/2 et N/2 − 1 (si N est pair), ou −(N − 1)/2 et

(N − 1)/2 (si N est impair). Pour cela, il faut d’une part redéfinir

le vecteur des abscisses (la fonction numpy.floor renvoie la partie

entière qui permet de gérer la parité de N) : k = np.arange(N) -
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floor(N/2) et d’autre part utiliser numpy.fft.fftshift qui déplace

la deuxième moitié d’un vecteur au début de celui-ci :

X = [6 5 4 3 2 1] → fftshift(X) = [3 2 1 6 5 4].

Tracez le module et la phase de X en les centrant autour de 0.

f. Chaque échantillon du spectre peut être relié à une fréquence parti-

culière, à condition de connaître la période d’échantillonnage Te entre

deux échantillons du signal temporel. On peut montrer (cf. cours)

que la fréquence f correspondant à l’échantillon k est f = k/(N Te).

Tracez le spectre de x, c’est-à-dire la TF de x, c’est-à-dire le module

et la phase de X centrée, et avec un axe des abscisses gradué en fré-

quences. En prenant Te = 1/24, pourquoi obtient-on une fréquence

en cycle/jour ?

Exercice 4. Échantillonnage

En musique, la note la3 correspond à une oscillation de fréquence 440 Hz.

a. Générez une courbe représentant ce la3 pendant 100 ms, en prenant

une fréquence d’échantillonnage de 10 000 Hz. A quel pas de temps

est-ce que cela correspond ? Affichez la TF (module) du signal : voit-

on bien la fréquence ?

b. Mêmes questions avec une fréquence d’échantillonnage de 1000 Hz.

c. Mêmes questions avec une fréquence d’échantillonnage de 700 Hz.

Quelle est la conséquence sur le signal sonore numérisé ?

Exercice 5. Troncature

En musique, la note la3 correspond à une oscillation de fréquence 440 Hz,

et la note si3 à 493,883 Hz.

a. Générez une courbe représentant la somme de ces deux notes pendant

un temps de 100 ms, en prenant une fréquence d’échantillonnage de

10 000 Hz. Affichez la TF (module) du signal : voit-on bien les deux

fréquences ?

b. Mêmes questions avec un temps de 30 ms.

c. Mêmes questions avec un temps de 10 ms. Quelle est la conséquence

sur le signal sonore numérisé ?
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Exercice 6. Les naissances

On donne le fichier naisE.dat du nombre journalier de naissances en

France métropolitaine de 1968 à 2017 2.

a. Visualiser le nombre de naissances en fonction du temps.

b. Faites un zoom sur 30 jours à différentes époques, que constatez-vous ?

c. Faites une TF du signal et visualiser le spectre d’amplitude en fonc-

tion de la fréquence. Quelles périodes sont présentes dans le signal ?

d. Peut-on voir la période du mois lunaire de 29,53 jours ?

e. Représenter le nombre de naissances en fonction de l’angle de phase

de la Lune (angle = 0 : pleine lune). Pour mieux visualiser les points,

on ne les reliera pas par des traits. Le nombre de naissances semble-t’il

corrélé avec la phase lunaire ?

f. Diviser l’angle de phase en 30 intervalles de 12 degrés centrés sur 0,

calculer la moyenne et l’écart-type sur ces intervalles, et les représen-

ter. Conclusion. On pourra utiliser les fonctions Python np.where,

np.nonzero, np.mean, np.std, plt.errorbar(x,y,dy,dx).

Exercice 7. Pesanteur et modes propres de la Terre

On donne dans le fichier gravi_modes1.dat l’enregistrement de la pe-

santeur à un gravimètre d’observatoire au cours du temps après le séisme de

Sumbawa (1977, Indonésie) de magnitude 8,3.

a. Visualiser la pesanteur en fonction du temps. Commentaire.

b. Faites une TF du signal et visualiser le spectre d’amplitude en fonc-

tion de la fréquence.

c. Visualiser le spectre d’amplitude en fonction de la période. Faire un

zoom entre 0 et 60 min. Comparer aux modes propres décrits en

figure 1.

Exercice 8. Mouvement du pôle

On donne dans le fichier wobble.dat la position du pôle de rotation à la

surface de la Terre en seconde d’arc en fonction du temps. On transposera

2. Pour en savoir plus, voir Chambat, Fougeres, Elyildirim A., 2021, Comptes Rendus

Mathematique, 359, 7, p. 805-811.
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Figure 1 – Description de quelques modes propres de vibration de la Terre.

cette position en mètres à la surface de la Terre. Faire une analyse temporelle

et fréquentielle de ce signal.

Attention, les premiers points ne sont pas espacés au même pas de temps

que les suivants, on ne prendra par conséquent que la deuxième partie du

signal.

Outre les fonctions déjà utilisées dans les autres TP, on pourra utiliser

la fonction Python np.diff.

Rappels sur la transformée de Fourier

Soit une fonction f(t), elle se décompose en série continue de sinusoïdes

sous la forme :

f(t) =

∫ +∞

−∞
F (ν) e2iπνt dν. (1)

La fonction F (ν) est la transformée de Fourier de f . Un théorème indique

qu’elle s’exprime par :

F (ν) =

∫ +∞

−∞
f(t) e−2iπνt dt. (2)

et f est la transformée de Fourier inverse de F . On le note aussi :

F = TF (f)⇔ f = TF−1(F ). (3)

Sous forme numérique, f est connue sur [0, T [, en N points notés tk = kT/N .

On montre alors que F est connue sur [0, N/T [, en N points notés νj = j/T .
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Les intégrales s’approchent par :

fk ≈
1

T

N−1∑
j=0

Fj e
2iπkj/N (4)

Fj ≈
T

N

N−1∑
k=0

fk e
−2iπkj/N . (5)

Les sommes suivantes sont appelées TF et TF inverse discrètes :

TFD−1(F )k =
1

N

N−1∑
j=0

Fj e
2iπkj/N (6)

TFD(f)j =
N−1∑
k=0

fk e
−2iπkj/N . (7)


