
Examen 2022 - Traitement du signal - 1 h 30
M1 de sciences de la Terre, ENS Lyon.

Frédéric Chambat

— o —

Corrections en bleu

Exercice 1. Calcul analytique. Filtrage et TF 9 pts

Soient P et D les fonctions :

P (t) =

1/T si t ∈ [−T/2, T/2]

0 sinon,
(1)

D(t) = δ′(t), (2)

où δ désigne la distribution de dirac.

a. Soit une fonction x(t) quelconque, donner les expressions analytiques

de x ∗ P et x ∗D en fonction de x.

x ∗ P (t) =
∫ ∞
−∞

P (t′)x(t− t′) dt′ = 1

T

∫ T/2

−T/2
x(t− t′) dt′ (3)

Il s’agit de la moyenne glissante de x sur une longueur T .

x ∗D(t) = x ∗ δ′ = x′ ∗ δ = x′. (4)

Convoluer par D revient à dériver.

b. Calculer la TF de la dérivée d’une fonction quelconque en fonction de

la TF de cette fonction.

Comme en cours. En intégrant par parties

TF(f ′) =

∫ ∞
−∞

f ′(t)e−iωt dt = iω

∫ ∞
−∞

f(t)e−iωt dt = iωTF(f). (5)

c. Calculer les TF de P et D, puis représenter leur module en fonction

de la fréquence.

Comme en cours, TF(P ) = sin(πνT )
πνT = sinc(πνT ).

D’après la question précédente :

TF(D) = TF(δ′) = iωTF(δ) = iω (6)

Le module se représente par la droite y = x.
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d. En déduire les TF de x ∗ P et x ∗D en fonction de la TF de x.

TF(x ∗P ) = TF(x)× sinus cardinal. D’après la question précédente :

TF(x ∗D) = TF(x)× TF(D) = iωTF(x). (7)

e. Décrire les filtres P et D ; dire notamment si ce sont des filtres passe-

bas, passe-haut, passe-bande ou autre.

Le sinus cardinal est grand près de 0, petit loin de 0 : il diminue donc

les hautes fréquences, P est un filtre passe-bas. La fonction ω → ω

est petite près de 0, grande loin de 0, D est un filtre passe-haut.

Exercice 2. Calcul numérique en Python. Filtrage et TF d’un signal

synthétique 8 pts

Soient le temps t ∈ [−1, 1[ en seconde, et les fonctions

x(t) = cos(2πt) + a cos(2πt/T ), (8)

P (t) =

1/T si t ∈ [−T/2, T/2]

0 sinon,
(9)

D(t) =
δ(t+ dt)− δ(t− dt)

2dt
(10)

où le dirac δ(t + dt) désigne numériquement le vecteur valant zéro partout

sauf au point t = −dt où sa valeur est 1 (idem pour δ(t− dt) qui vaut 1 au

point t = dt). On discrétisera le temps sur N valeurs régulièrement espacées

de dt = 2/N , et on choisira a = 0.02, T = 0.05 s, N = 1000.

a. Calculer et représenter ces trois fonctions. 2 pts

b. Calculer et représenter x ∗ P et x ∗D. 2 pts

c. Calculer les FFT de x, x ∗P et x ∗D, puis représenter leurs modules

en fonction de la fréquence. 2 pts

d. Commenter. 2 pts

Programme Python :

import numpy as np # bibliothèque numérique

import matplotlib.pyplot as plt # bibliothèque pour les figures

import numpy.fft as fft
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pi = np.pi # affectation de pi dans la variable pi

N = 1000 # Prendre N assez grand, disons >> 1/T

T = 0.05

a=0.02

dt=2/N

# a. Calculer et représenter ces trois fonctions.

n = np.arange(N)-N/2

t = n/(N/2)

x = np.sin(2*pi*t) + a*np.sin(2*pi*t/T) # Il vaut mieux prendre un sin qu’un cos ici afin que ce soit nul au bord

moy = np.where(abs(t)<=T/2 , 1/T, 0) # Moyenne glissante, filtre passe-bas

der = (np.where(n==-1,1,0)+np.where(n==1,-1, 0))/2 /dt # Dérivée, filtre passe-haut

# b. Calculer et représenter f * P et f * D.

xm = np.convolve(x, moy, mode="same")*dt # Le dt apparait ici car la fonction convolve ne l’inclut pas

xd = np.convolve(x, der, mode="same") # Le dt n’apparait pas ici car ce sont des diracs (integrale delta dt = 1)

xdd = np.convolve(xd, der, mode="same")

plt.figure(figsize=(14,8))

plt.subplot(2,3,1)

plt.plot(t, x)

plt.title("$x$", fontsize=18)

plt.subplot(2,3,2)

plt.plot(t, moy)

plt.title("$moy$", fontsize=18)

plt.subplot(2,3,3)

plt.plot(t, der)

plt.title("$der$", fontsize=18)

plt.xlim([-10*dt, 10*dt])

plt.subplot(2,3,4)

plt.plot(t, xm)

plt.title("$x * moy$", fontsize=18)

plt.subplot(2,3,5)
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plt.plot(t, xd)

plt.title("$x * der$", fontsize=18)

plt.subplot(2,3,6)

plt.plot(t, xdd)

plt.title("$x * der * der $", fontsize=18)

plt.savefig(’9_filtre_signal_synth.pdf’)

# c. Calculer les FFT de f , f * P et f * D, puis représenter leurs modules en fonction de la fréquence.

X = np.fft.fft(x-np.mean(x))

Xm = np.fft.fft(xm-np.mean(xm))

Xd = np.fft.fft(xd-np.mean(xd))

k = np.arange(N)

kc = k - np.floor(N/2)

Xc = fft.fftshift(X)

Xmc = fft.fftshift(Xm)

Xdc = fft.fftshift(Xd)

Te=dt # pas en unité de s -> Fréquence en Hz

f = kc/(N*Te)

# myplot is a personnal function to plot FFT and defined elsewhere

myplot(f, Xc, "f (Hz) pour X")

plt.savefig(’9_filtre_signal_TF.pdf’)

myplot(f, Xmc, "f (Hz) pour Xm")

plt.savefig(’9_filtre_signal_moyenne_TF.pdf’)

myplot(f, Xdc, "f (Hz) pour Xd")

plt.savefig(’9_filtre_signal_derivee_TF.pdf’)

plt.show()

# d. Commenter.

# Le signal de départ est la somme d’une haute fréquence de faible amplitude

# et d’une basse fréquence de plus grande amplitude.

# P est une porte de longueur T : une convolution par T moyenne la fonction

# convoluée sur une longueur T. Or la moyenne d’un sinus sur une période

# est nulle. La convolution par la porte fait donc disparaitre la haute fréquence.

# D est la dérivée du dirac. Convoluer par D revient donc à dériver. On voit dans
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# le signal temporel que cela fait augmenter l’amplitude de la haute fréquence.

# Ces deux remarques se voient bien dans les spectres : dans celui de

# x*P, la haute fréquence a disparu, dans celui de x*D la haute fréquence a

# été amplifiée par rapport au signal de départ.

# P est bien un filtre passe-bas, et D un filtre passe-haut.

Figures. x, P,D, puis x ∗ P, x ∗D, puis TF de x, x ∗ P, x ∗D :
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Exercice 3. Clustering 7 pts

Soit N points dans un espace à M dimensions. La matrice X de taille

N ×M représente ce jeu de données, où Xij represente la je coordonnée du

ie point. Écrire un pseudo-code pour faire un clustering par kmeans sur k

familles.

Note Wikipedia : En programmation, le pseudo-code est une façon de

décrire un algorithme en langage presque naturel, sans référence à un langage

de programmation en particulier.

Exemple de pseudo-code :
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For i = 1 until Number_Of students

If student’s grade is greater than or equal to 10

Print "Bien joué!"

else

Print "Perdu!"

ENDFOR


