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Sismologie - rayon du noyau

Nous allons voir comment, à l’aide de quelques observations de temps d’arrivées

d’ondes P, on peut se faire une première idée du rayon du noyau terrestre. On rappelle

que la distance épicentrale est la distance angulaire entre l’épicentre d’un séisme et le

sismographe et qu’une hodocrone T (θ) est un temps de parcours T d’une onde en fonction

de la distance épicentrale θ. On prendra R = 6371 km pour le rayon terrestre.

1. On commence par considérer une Terre homogène, c’est-à-dire dans laquelle les

vitesses α et β des ondes P et S sont constantes. Quelle est la forme des rais dans une

telle Terre ? Donner l’expression des hodocrones TP (θ) et TS(θ) des ondes directes P et S.

2. Sauf vers 120◦ où elles ne sont pas observées, des mesures donnent comme temps

de parcours des ondes P :

- T (60◦) = 10 min 11 s ± 2 s,

- T (90◦) = 13 min 27 s ± 3 s,

- T (150◦) = 19 min 47 s ± 4 s,

- T (180◦) = 20 min 12 s ± 4 s.

A quelles valeurs de α correspondent-elles ? Déterminer également les incertitudes sur α.

Avez-vous une interprétation de ces résultats ?

3. On considère maintenant l’existence d’un noyau de rayon c et de vitesse constante

αc des ondes P. Donner l’expression de l’hodocrone TPcP (θ) de l’onde P réfléchie en onde

P à la surface du noyau.

4. Quelle est la valeur maximale θl de θ pour laquelle l’onde PcP existe ? Représenter

l’allure des hodocrones P et PcP. Que se passe-t-il d’autre à l’angle limite θl ?

5. En vous aidant de la réponse à la deuxième question donner une estimation

qui vous semble acceptable de la vitesse moyenne dans le mateau. Quelle incertitude

attribuez-vous à cette valeur ?

6. On mesure TPcP (0◦) = 8 min 32 s. En déduire une estimation, et l’incertitude

associée, de la profondeur de la discontinuité noyau-manteau. Comparer avec la valeur

du cours. En déduire la valeur de θl, et la vitesse moyenne dans le noyau.

— o —
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Sismologie - rayon du noyau [Correction]

1. Dans un milieux de vitesse homogène les rais sont rectilignes. Dans ce cas le

temps de pacours est égal à la distance divisée par la vitesse et cette distance se calcule

par simple trigonométrie. On trouve :

TP (θ) =
2R

α
sin

(
θ

2

)
. (1)

C’est aussi égal à R
√

2(1− cos θ)/α.

2. Pour les vitesses il suffit d’appliquer la formule précédente. Sa différentiation

permet de calculer les erreurs :

α = Cste/T ⇒ ∆α = | − Cste
∆T

T 2
| = α

∆T

T
, et on obtient : (2)

α(60◦) = 10, 43± 0,03 km/s,

α(90◦) = 11, 16± 0,03 km/s,

α(150◦) = 10, 37± 0,03 km/s,

α(180◦) = 10, 51± 0,03 km/s.

Les erreurs étant faibles devant la dispersion, celle-ci ne traduit pas des erreurs de

mesures mais plus probablement la variation de vitesse avec la profondeur. L’hypothèse

d’homogénéité n’est donc qu’approximative. A 90◦ la vitesse est plus grande que pour

60◦ ; cela correspond à l’augmentation de vitesse avec la profondeur dans le manteau. Il y

a une interruption à 120◦ à cause du noyau : c’est ce qu’on appelle usuellement la « zone

d’ombre ». Les deux rais suivant pénètrent donc le noyau. A 150◦ la vitesse calculée est

plus faible car dans le noyau fluide la vitesse est inférieure à celle du manteau. La légère

augmentation à 180◦ vient probablement du fait que ce rai traverse la graine à forte

vitesse compressive.

3. Il faut déterminer la distance entre la surface (point A) et le noyau (point B).

Notons O le centre de la Terre. L’utilisation du calcul vectoriel facilite l’obtention de

relations dans le triangle. En effet :

AB2 =
−−→
AB · −−→AB = (

−→
AO +

−−→
OB) · (−→AO +

−−→
OB) = AO2 +OB2 + 2

−→
AO · −−→OB

= R2 + c2 − 2cR cos(θ/2). (3)

On peut aussi le faire plus géométriquement : soit P la projection orthogonale de A sur

la droite OB. On a OB +BP = R cos(θ/2) et AP = R sin(θ/2) or AB2 = AP 2 +BP 2,

ce qui amène au résultat en remplaçant. On arrive ainsi à :

TPcP (θ) =
2

α

√
R2 + c2 − 2cR cos(θ/2). (4)
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4. La valeur maximale θl est donnée par le rai qui tangente le noyau. Par simple

géométrie :

θl = 2 arccos
( c
R

)
. (5)

A cet angle, TPcP et TP sont égaux, puisque ce sont les mêmes rais ! Après cet angle il

y a une zone d’ombre. Les hodocrones prennent donc la forme de la figure .

5. Le rai de l’onde P observée à 90◦ traverse une bonne part du manteau et doit don-

ner une bonne approximation de la vitesse moyenne dans le manteau. Prenons 11 km/s

comme vitesse moyenne. Étant donnée la dispersion des valeurs il est très peu probable

de faire ainsi une erreur de plus de 0,5 km/s.

6. Il est clair que ce temps est le temps d’aller-retour au noyau, c’est-à-dire :

TPcP (0◦) =
2

α
(R− c). (6)

On en déduit c = 3550± 150 km (plus exactement c = 3555± 160), ce qui correspond à

la valeur généralement admise de 3480 km, à l’erreur près. Avec cette valeur on en déduit

θl = 112◦. Le temps à 180◦, est donné par :

T (180◦) = TPcP (0◦) +
2

αc
c, (7)

si bien que αc = 10, 2 km/s (plus exactement 10,16). Comme les modèles sismologiques

de Terre l’indiquent, la vitesse dans le noyau est inférieure à celle du manteau. Cette

dernière valeur reste élevée probablement car elle moyenne les vitesses du noyau et de la

graine.

Θ
l

Tpcp

Tp

T

Θ

Figure 1 – Hodocrones.
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Sismologie - Modes propres

On cherche à déterminer les fréquences des vibrations propres radiales d’une Terre

simplifiée. Les résultats seront comparés aux observations sismologiques.

La Terre est considérée homogène, non gravitante, élastique, de rayon R. On utilise

alors l’équation de Navier-Stockes contrôlant le déplacement élastique u :

ρ∂2t u = (λ+ 2µ)grad divu− µRotRotu. (8)

Puisqu’on s’intéresse ici aux modes radiaux on écrira :

u = ur(r)er = U(r)eiωter, (9)

er étant le vecteur de base radial. On utilisera le formulaire donné à la fin de l’énoncé.

1. Montrer que la symétrie du problème conduit à résoudre l’équation ρ∂2t u =

(λ+ 2µ)grad divu. Que représentent cP =
√

(λ+ 2µ)/ρ, k = ω/cP et θ = divu ?

2. Montrer que θ vérifie l’équation d’onde : ∂2t θ = c2P∆θ.

3. Montrer qu’en symétrie sphérique le Laplacien peut s’écrire ∆θ = 1/r∂2r (rθ). En

posant θ = θ̃eiωt en déduire que θ̃ est de la forme θ̃ = A sin(kr)/r.

4. En déduire que U est de la forme :

U =
A

k2r2
(sin(kr)− (kr) cos(kr)) (10)

5. Déterminer les contraintes σrr, σrθ, σrφ (on pourra écrire ∂rur = divu− 2ur/r et

poser c2S = µ/ρ).

6. En considérant que la surface de la Terre est libre, montrer que les fréquences

propres sont données par la relation :{
1− (cPkR/2cS)2

}
tg(kR) = kR. (11)

7. En utilisant l’approximation λ = µ, et en posant x = kR, proposer une méthode

graphique pour résoudre cette équation.

8. Un tracé de cette fonction révèle que les racines sont de l’ordre de xn = (n+ 1)π

avec n entier, appelé ordre radial. Expliquer ce résultat. L’approximation λ = µ est-elle

fondamentale ? Qu’aurait-on trouvé pour un fluide ?

9. On considérera désormais que les racines sont xn = (n+1)π−ε avec ε négligeable.

Quelles sont les fréquences propres ?

10. On mesure les différentes fréquences propres suivantes (en mHz) :
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n f df n f df

0 0.81439 0.00003 5 4.88840 0.00049

1 1.63165 0.00008 6 5.74225 0.00057

2 2.50795 0.00025 7 6.58000 0.00066

3 3.27258 0.00033 8 7.42900 0.00074

4 4.10645 0.00041 9 8.26920 0.00083

où n est l’ordre radial, f la fréquence et df l’incertitude sur f. Donner le principe d’une

telle mesure.

11. Que peut-on en déduire sur cP ?

12. On discutera les incertitudes ainsi que les approximations effectuées.

13. Combien la fonction θ̃n(r) (=θ̃ à n fixé) a-t-elle de zéros ? Même question

pour un. Représenter θ̃n(r).

Formulaire

En coordonnées sphériques soient ur, uθ, uφ les composantes physiques du vecteur

déplacement, soient σrr, σθθ, σφφ, σrθ, σrφ, σθφ les composantes physiques du tenseur

des contraintes. On a :

~grad = ~er
∂

∂r
+ ~eθ

1

r

∂

∂θ
+ ~eφ

1

r sin θ

∂

∂φ
(12)

~Rot~u =
~er

r sin θ

( ∂
∂θ

(uφ sin θ)− ∂uθ
∂φ

)
+

~eθ
r sin θ

(∂ur
∂φ
− sin θ

∂

∂r
(uφr)

)
+
~eφ
r

( ∂
∂r

(ruθ)−
∂ur
∂θ

)
(13)

div~u =
1

r2 sin θ

(
∂

∂r

(
r2ur

)
sin θ +

∂

∂θ
(ruθ sin θ) +

∂

∂φ
(ruφ)

)
(14)

σrr = λdivu+ 2µ
∂ur
∂r

, σθθ = λdivu+ 2µ

(
1

r

∂uθ
∂θ

+
ur
r

)
, (15)

σφφ = λdivu+ 2µ

(
1

r sin θ

∂uφ
∂φ

+ cot θ
uθ
r

+
ur
r

)
, (16)

σrθ = µ

(
1

r

∂ur
∂θ

+
∂uθ
∂r
− uθ

r

)
, σrφ = µ

(
∂uφ
∂r

+
1

r sin θ

∂ur
∂φ
−
uφ
r

)
. (17)
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σθφ = µ

(
1

r sin θ

∂uθ
∂φ

+
1

r

(
∂uφ
∂θ
− cot θuφ

))
, (18)

— o —

F. Chambat le 26 février 2019.

— o —
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Sismologie - Modes propres [Correction]

1. La forme du rotationnel en sphérique appliquée à u = ur(r)er montre que
~Rot~u = 0. cP est la vitesse des ondes P, k le nombre d’onde et θ la dilatation volu-

mique (changement relatif de volume).

2. Il suffit de prendre la divergence de la relation précédente et de savoir que

div grad = ∆.

3. Grâce au formulaire on connait la forme de l’opérateur laplacien en symétrie

sphérique (c’est-à-dire si la fonction ne dépend que de r) et on peut aisément le mettre

sous la forme voulue :

∆θ̃ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂θ̃

∂r

)
=

1

r

∂2

∂r2

(
rθ̃
)
. (19)

En posant θ = θ̃eiωt l’équation d’onde devient −ω2θ̃ = ∆θ̃, c’est-à-dire :

∂2

∂r2
(rθ̃) + k2rθ̃ = 0 (20)

avec k = ω/cP . La solution générale de cette équation est connue : rθ̃ = A sin(kr) +

B cos(kr). Pour que θ̃ soit défini au centre il faut que B = 0. c.q.f.d.

4. Pour déterminer U on résout θ̃ = divU = 1/r2∂r(r
2U), c’est-à-dire Ar sin(kr) =

∂r(r
2U). On trouve la primitive en intégrant par parties :

r2U = A

∫
r sin(kr) dr = A

(
− r
k

cos(kr) +

∫
1

k
cos(kr) dr

)

= A

(
− r
k

cos(kr) +
1

k2
sin(kr)

)
. (21)

La constante d’intégration est nulle comme on le voit en considérant r = 0. On trouve le

résultat escompté. On s’assure que U est défini en r = 0 en effectuant un développement

limité à son voisinage (on trouve que U est en Akr/6).

5. A l’aide du formulaire on a immédiatement σrθ = σrφ = 0. Pour calculer σrr on

utilise ∂rur = divu− 2ur/r et divu = θ, ce qui évite de dériver U . Il en découle :

σrr = (λ+ 2µ)A
sin(kr)

r
− 4µA

1

k2r2
(sin(kr)− kr cos(kr))

= ρ
A

r

{
c2P sin(kr)− 4

c2S
k2r2

(sin(kr)− kr cos(kr))

}
. (22)

6. Considérer que la surface de la Terre est libre revient à dire que la contrainte

exercée à sa surface est nulle, c’est-à-dire σ(~er) = 0 en r = R. Les trois composantes de
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ce vecteur sont donc nulles : σrr = σrθ = σrφ = 0. Les deux dernières relations étant

d’emblée vérifiées, il reste la première qui s’exprime par :

c2P sin(kR)− 4
c2S
k2R2

(sin(kR)− kR cos(kR)) = 0. (23)

Le cosinus ne peut être nul (s’il l’est le sinus ne l’est pas alors k est déterminé par

k = 2cS/cPR, ce qui ne correspond pas à cos kR = 0 sauf hasard extraordinaire) si bien

qu’on peut diviser cette relation par (cS/kR)2 cos kR ce qui donne le résultat demandé.

7. λ = µ conduit à cP =
√

3cS . En posant x = kR la relation trouvée à la question

précédente s’écrit donc :(
1− 3

4
x2
)
tgx = x. (24)

Une méthode graphique pour résoudre cette équation peut-être de tracer la fonction

f(x) = tgx− x/
(
1− 3

4x
2
)
et de déterminer graphiquement la position de ces zéros.

8. En traçant tgx et x/
(
1− 3

4x
2
)
on voit qu’il y a une et une seule solution dans

chaque intervalle ]nπ−π/2, nπ+π/2[. D’autre part le deuxième terme de f est rapidement

petit quand x est grand alors que tgx est périodique. Il se trouve donc que pour n assez

grand l’équation à résoudre est proche de tgx = 0 qui a pour solution nπ. On note

xn = (n+ 1)π les solutions car la solution x = 0 ne correspond pas à une vibration.

Dans ce cadre on voit que l’approximation λ = µ n’a aucune importance ; toute valeur

raisonnable de cP /cS autre que
√

3 aurait en effet conduit à la même solution approchée

x = (n+ 1)π.

Pour un fluide µ = 0, donc cS = 0 ce qui conduit à sin(kR) = sinx = 0 c’est-à-dire

qu’on aurait exactement x = (n+ 1)π.

Notons qu’on peut améliorer cette solution en introduisant x = (n+1)π−ε dans f(x) =

0 et en la résolvant au premier ordre en ε. On trouve ε = 4/3(n+ 1)π.

9. Notons νn les fréquences propres. Par définition x = kR = ωR/cP = 2πνnR/cP .

Il vient donc νn = (n+ 1)cP /2R.

10. Le principe d’une telle mesure est d’effectuer une transformée de Fourier d’un

sismogramme et de déterminer les fréquences correspondantes aux pics de cette trans-

formée. Cela revient à effectuer des corrélations avec des fonctions (des sinusoïdes) de

différentes fréquences et de voir pour lesquelles de ces fréquences les corrélations sont les

plus importantes.

11. On commence par remarquer que les observations sont approximativement

de la forme νn = (n + 1)ν0, ce qui signifie que la théorie développée est, au moins
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grossièrement, bonne. Ces données permettent de calculer une valeur de cP pour chaque

n : cP = νnR/2(n+ 1).

On détermine également une erreur par ∆cP = cP∆νn/νn. On calcule ainsi l’erreur

de mesure propagée sur cP ; elle n’inclut donc pas l’erreur de théorie.

L’application numérique donne :

n c(km/s) dc(km/s) n c(km/s) dc(km/s)

0 10.3770 0.0004 5 10.3813 0.0010

1 10.3952 0.0005 6 10.4525 0.0010

2 10.6521 0.0011 7 10.4803 0.0011

3 10.4248 0.0011 8 10.5178 0.0010

4 10.4649 0.0010 9 10.5366 0.0011

12. S’il n’y avait aucun erreur de mesure et si la théorie était parfaitement exacte

on devrait bien sûr trouver toujours la même vitesse. On voit que les erreurs de mesure

sont beaucoup plus faibles que les écarts entre les vitesses. L’erreur sur la théorie est

donc prépondérante devant les erreurs d’observation. Les sources d’erreurs peuvent être

les hypothèses suivantes :

- Terre homogène : on sait que les paramètres ρ, λ et µ varient beaucoup dans la

Terre ; c’est donc une approximation pénalisante ; c’est pourquoi il est même surprenant

d’obtenir de si bon résultats,

- gravité nulle : la gravité doit être prise en compte pour des déterminations précises

mais elle intervient moins que l’inhomogénéité,

- Terre élastique : l’élasticité est une très bonne approximation,

- Terre sphérique : c’est également une très bonne approximation.

13. La fonction θ̃n(r) s’annulle pour sin(kr) = 0 sauf en 0. Elle s’annulle donc

aux points rm = (m + 1)π/k avec m entier. Puisque kR = (n + 1)π − ε ces points sont

rm = R(m+ 1)/(n+ 1) + ε′. Sur l’intervalle ]0, R] il y en a n (m = 0, 1, 2, ..., n).

L’équation U = 0 s’écrit quant à elle tg(kr) = kr. La droite y = x intersecte n fois

la tangente entre 0 et (n+ 1)π − ε, donc U s’annulle également n fois.

La fonction θ̃n(r) est un sinus cardinal, fonction classique. La figure la représente

pour quelques valeurs de n .

F. Chambat le 26 février 2019.

— o —
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Sismologie - sismogrammes

On rappelle que la distance épicentrale est la distance angulaire θ entre l’épicentre

d’un séisme et le sismomètre et qu’une hodochrone T (θ) est un temps d’arrivée T d’une

onde en fonction de la distance épicentrale θ.

La figure 2 représente les trois composantes d’un enregistrement d’un séisme réalisé

par un sismomètre placé en Californie. On pourra s’aider des hodochrones (cours ou

fig. 3).

1. En le discutant succinctement indiquer sur la figure les ondes que vous identifiez.

2. Quelle est la distance épicentrale du séisme ?

3. Commenter en quelques lignes ces sismogrammes. On pourra dire par exemple

comment on peut estimer les directions d’incidence des rais.
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Figure 2 – Sismogrammes : déplacement en fonction du temps en minutes. Composantes

Nord, Est et Verticale (de haut en bas).

— o —

F. Chambat le 26 février 2019.

— o —
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Figure 3 – Hodocrones : temps (minutes) - distance (degrés) .

Sismologie - sismogrammes [Correction]

1. Les premières arrivées sont les P (à ' 6 min). Étant donnée leur amplitude ce
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sont les S qui arrivent à ' 16 min. Ensuite les ondes de Rayleigh et de Love arrivent à

partir de, disons pour l’instant, 30 minutes. Entre les P et les S arrivent les PP et SS ;

pour l’instant on ne précise pas leur temps exact d’arrivée.

2. Attention, le temps origine de la figure ne correspond pas à l’instant du séisme

mais probablement à une heure légale. Il faut donc prendre la différence de temps S-P

' 10 min et la reporter sur l’hodochrone pour trouver environ 80◦. Cela correspond à

une distance de 80× π/180× 6371 km = 8900 km.

3. Une fois qu’on connaît la distance épicentrale on peut déterminer aisément, à

partir des hodochrones, les temps d’arrivée des ondes suivantes :

- PP : 6 min + 2-3 min = 8-9 min,

- SS : 16 min + 4-5 min = 20-21 min,

- Rayleigh : 6 min + 26 min = 32 min.

Les ondes de Love arrivent avant celles de Rayleigh, elles sont visibles sur les deux pre-

mières composantes vers, probablement, 28 min (même forme sur les deux composantes).

Correction : voir figure 4.

On peut estimer l’angle d’incidence i du rai grâce à la formule :

dT

dθ
=
r sin i

α
. (25)

A 90◦, la pente de l’hodochrone est approximativement dT/dθ = 7 min / 80◦. En prenant

α = 6000 m/s au bord, on obtient i ' 17◦. L’incidence est donc quasi verticale. Cela se

traduit par le fait que la composante verticale de l’onde P est la plus grande des trois

composantes.

On peut aussi estimer l’angle d’incidence à partir du rapport des composantes hori-

zontales et verticales des P ; j’ai trouvé i ' 19◦.

Le rapport des deux composantes horizontales des ondes P donne l’angle azimutal

(horizontal) avec la direction de la première composante. Puisque les amplitudes sont

à peu près égales cet angle vaut approximativement ±45◦. Cela est conforté par les

amplitudes quasi égales des ondes de Love sur les deux premières composantes. De plus,

le signe de ces deux composantes étant le même, la vibration a lieu suivant un azimut de

+45◦. La direction du séisme est donc −45◦ puisque les ondes de Love sont transverses.
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Complément : Le séisme a eu lieu au Chili le 6 juillet 1997 à une profondeur de

33 km et a une magnitude de 6,5. La station est SCZ (Santa Cruz Californie). Cela

correspond bien approximativement à la distance et l’azimut trouvés. Ces sismogrammes,

échantillonnés à 1 seconde, proviennent du serveur geoscope :

http://geoscope.ipgp.jussieu.fr/
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Figure 4 – Sismogrammes : déplacement en fonction du temps en minutes. Composantes

Nord, Est et Verticale (de haut en bas).

F. Chambat le 26 février 2019.



Sismologie - sismogrammes 15

— o —



16 Sismologie - Corrections

Sismologie - corrections

Le but de cet exercice est de comprendre le principe de deux corrections appliquées

aux temps de parcours des ondes sismiques issues de téléséismes (séismes lointains). Ces

deux corrections permettent de ramener les mesures de temps à des données sur une

sphère.

Documents utiles : hodochrones ; éventuellement tracé de rais et de fronts.

Correction d’ellipticité

1. Comment appelle-t-on l’onde sismique P qui traverse la Terre de part en part,

en ligne droite en passant par le centre ? Quelle est approximativement son temps de

parcours ? Quelle est la vitesse moyenne le long de ce parcours ?

2. Les rayons équatorial et polaire de la Terre valent respectivement :

Re = 6378 km Rp = 6357 km. (26)

Expliquer succinctement l’origine de cette différence.

3. Donner la différence de temps de parcours entre deux trajets passant par le

centre de la Terre, l’un reliant les pôles, l’autre reliant deux points de l’équateur.

Correction de topographie

4. En considérant une faible distance épicentrale, estimer grossièrement la vitesse

sismique des ondes P dans la croûte. On utilisera la figure représentant les hodochrones

de la Terre sphérique et on expliquera brièvement la méthode utilisée.

5. Soient maintenant deux stations sismiques très proches l’une de l’autre mais

distantes de 3 km en altitude. Quelle est la différence, entre les deux stations, de temps

d’arrivée d’une onde P issue d’un séisme lointain ?

Conclusion

6. Supposons qu’à partir des sismogrammes on puisse mesurer les temps de parcours

à quelques dixièmes de seconde près. Expliquer pourquoi et comment les sismologues

effectuent des corrections d’ellipticité et de topographie.

— o —
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Sismologie - corrections [Correction]

Correction d’ellipticité

1. Les ondes qui traversent le manteau, le noyau et la graine en ondes P s’appellent

les PKIKP. Leur temps de parcours se lit sur l’hodochrone PKIKP à la distance de 180◦,

c’est approximativement 20 min. Une estimation plus précise avec une règle millimétrée

donne 20 min 10 s. Ce temps étant égal à t = 2R/v, la vitesse moyenne vaut v = 2R/t =

2× 6371 km /1210 s = 10, 53 km/s.

2. La rotation diurne (journalière) de la Terre autour de l’axe des pôles induit

une force centrifuge d’autant plus importante qu’on est loin de l’axe des pôles. Or cette

force tend à éloigner la matière de l’axe et donc à augmenter le diamètre équatorial, et

par la même, diminuer le diamètre polaire (fig 5). Il y a donc création d’un bourrelet

équatorial, décrit aussi comme un aplatissement des pôles, dont l’intensité est déterminée

par l’équilibre des forces centrifuge, de gravité et de pression.

3. En première approximation considérons que la vitesse moyenne des ondes P est

la même le long de l’axe des pôles que sur le plan équatorial. Cela revient à supposer que

l’aplatissement des couches est constante du centre à la surface. La différence de temps

est alors directement liée à la différence de distance parcourue :

dt = 2(Re −Rp)/v = 2× 21 km/10, 53 km/s = 4 s. (27)

Un trajet polaire est donc plus rapide de quatre secondes qu’un trajet équatorial.

Correction de topographie

4. Un schéma de rai sismique (fig. 6) montre qu’en première approximation on peut

considérer que la distance parcourue le long d’un rai (d) est de l’ordre de la distance à

la surface de la sphère (∆). On peut donc estimer la vitesse par v = d/t = ∆/t = Rθ/t,

avec θ la distance épicentrale angulaire. Pour avoir une estimation de v il suffit alors de

prendre un point sur l’hodochrone des ondes P . Avec le point (θ = 18 ◦, t = 4 min)

on trouve v = 6371 km × 18◦ × 2π/360/240 s = 8, 34 km/s. C’est une estimation de

la vitesse de la croûte, ou en tout cas du manteau supérieur, puisqu’on a considéré une

faible distance épicentrale. Pour comparaison le modèle moyen PREM (cf. cours) donne

une valeur proche de 6 km/s dans la croûte, une valeur de 8 correspondant plutôt au

manteau supérieur.
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5. Pour deux stations éloignées du séisme les rais sont quasi verticaux sous les

stations. La différence de temps est donc approximativement égale à (voir fig. 7) dt =

h/v = 3/8, 34 = 0, 36 s.

Conclusion

6. Les estimations précédentes montrent que l’ellipticité et la topographie ont un

effet du même ordre de grandeur que les erreurs de mesure. L’ellipticité et la topographie

étant des grandeurs connues, il est intéressant, comme en gravimétrie, de corriger leur

effet. On se ramène ainsi à des données fictives qui auraient été mesurées sur une Terre

de surface sphérique. Ceci signifie qu’il ne reste, dans les données corrigées, plus que le

signal correspondant aux anomalies internes de vitesses.

S’agissant de corrections (faibles amplitudes), il est loisible, au moins dans un premier

temps, de les calculer à partir de modèles simples comme nous l’avons fait (vitesse dans

la croûte déterminée de façon approximative).

Il faut évidemment appliquer la correction d’ellipticité à tous les temps de parcours, et

pas seulement aux parcours polaires et équatoriaux. Il faut pour cela calculer un modèle

d’aplatissement de l’intérieur stratifié la Terre, dit modèle hydrostatique, calculer les

temps de parcours dans ce modèle puis les retrancher aux temps mesurés. Cette correction

est similaire à celle que l’on fait en gravimétrie lorsqu’on retranche la pesanteur de

l’ellipsoïde de référence à la pesanteur mesurée.

Pour la topographie il faut retrancher le temps de parcours correspondant à l’altitude

chaque station. Cela correspond aux corrections d’air libre et de Bouguer en gravimétrie

(il y a deux corrections distinctes car la gravité est une action à distance).
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Rp

Re

Ω

Figure 5 – Aplatissement de la Terre.

∆

Séisme

d

Station

Figure 6 – Rai sismique, séisme proche.

Stations

h
Séisme

Figure 7 – Rais sismiques, téléséisme.

— o —
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Sismique - trajet d’un rai en symétrie plane

On réalise une expérience de sismique sur des terrains à symétrie plane (figures 8

et 9). Les ondes P seront les seules ondes considérées ici ; elles ont une vitesse v(z) en

fonction de la profondeur z. On pourra penser ce milieu comme formé d’une infinité

de couches de vitesse v(z) et d’épaisseur « très petite » dz (fig. 9). On appelle ds un

déplacement élémentaire le long du rai et dz et dx ses projections sur les axes vertical

et horizontal. On note p = sin i/v le paramètre d’un rai.

1. Que mesure-t-on en sismique ?

2. Sur les figures on a représenté un rai sismique. Qu’est ce qu’un rai ? Donner une

relation entre v et l’angle d’incidence i le long de ce rai. Quelle est la valeur de i au point

le plus bas du rai ?

3. Donner les expressions de dz et dx en fonction de ds et i.

4. Donner l’expression de dx en fonction de dz, v et p.

5. On suppose que la vitesse évolue linéairement en fonction de la profondeur :

v(z) = v0+k z. Intégrer la relation de la question précédente et montrer que l’expression

de x est de la forme :

x = x0 −
1

pk

√
1− p2(v0 + kz)2.

On rappelle la primitive :∫
u√

1− u2
du = −

√
1− u2.

6. Calculer x0 pour que l’origine des x soit prise à la source.

7. Donner l’expression de la vitesse au point x = x0. Que peut-on en conclure sur

ce point ?

8. A quelle distance d de la source le rai refera-t-il surface ?

9. Montrer que les rais décrivent des arcs de cercle.

— o —
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d

Source Géophone

rai sismique

Surface

z
z+dz

x

v(z+dz)
v(z)

i

Figure 8 – Sismique plane.

z+dz

v(z)

v(z+dz)

z

rai sismique

dz

dx

i
d
s

Figure 9 – Détail de la figure précédente.

Marées

Nous allons trouver une approximation des forces de marées lunaires et estimer la

déformation qu’elles produisent sur la Terre. On note (cf. figure 10)MT etML les masses

de la Lune et de la Terre, L et T leur centre de masse, G la constante de gravitation,

d = TL la distance Terre-Lune, g la gravité moyenne à la surface de la Terre, R le

rayon moyen de la Terre,MS la masse du Soleil, dS la distance Terre-Soleil et x, y, z les

coordonnées d’un point M quelconque dans le repère cartésien centré en T tel que Tx

est à chaque instant dans la direction TL.

On rappelle qu’on a environ :

R = 6 371 km, d = 384 000 km, dS = 23 500R,

MT = 81, 3ML, MS = 333 000MT .

1. Donner l’expression de l’accélération de M et T dans le repère centré au centre

de masse du système et d’axes de directions fixes. On considèrera le système Terre-Lune
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comme isolé et on pourra dans cette question nommer les forces en jeu sans donner leur

expression explicite. En déduire l’accélération de M dans le repère centré en T et d’axes

de directions fixes.

2. Cette accélération est due à deux termes : la gravité terrestre et l’attraction

lunaire. On appelle accélération de marée (ou force de marées par abus de langage) la

partie lunaire. Montrer que dans le cas où les planètes sont sphériques elle s’écrit :

−→
Am = GML

( −−→
ML

ML3
−
−→
TL

TL3

)
. (28)

3. En supposant que d� TM , montrer que cette accélération est de l’ordre de :

−→
Am =

GML
d3


2x

−y

−z

 . (29)

Représenter ce vecteur à la surface de la Terre sur la figure 10. Qu’en déduisez-vous ?

Quelle est l’ordre de grandeur relatif des termes négligés ?

4. Montrer que −→Am dérive du potentiel :

V = −GML
2d3

(
2x2 − y2 − z2

)
. (30)

Pourquoi peut-on dire que le déplacement de l’équipotentielle de pesanteur en surface

est de l’ordre de :

h = −V
g
. (31)

5. En déduire que dans les coordonnées sphériques r, α, β suivantes :
x = r cosα

y = r sinα cosβ

z = r sinα sinβ,

(32)

ce déplacement prend la forme :

h =
3 cos2 α− 1

2
ΓLR, (33)

où :

ΓL =
ML
MT

(
R

d

)3

(34)

Représenter cette déformation.
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6. Déterminer numériquement ΓL. Que vaut ΓS , l’équivalent de ΓL pour la marée

solaire ? En déduire l’importance relative du Soleil et de la Lune pour l’amplitude de la

marée. Que vaut le déplacement maximum hmax ? On observe en fait que le déplacement

des océans est de l’ordre de 1 mètre, et celui des continents de 30 cm. Selon vous, à quoi

ces différences pourraient-elles être dues ?

L

T

x

y

M(x,y,z)

L

M
d

M

T

R

Figure 10 – Terre et Lune en coupe (dans un plan contenant l’axe Terre-Lune).

— o —
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Marées [Correction]

1. Les forces subies sont la gravité de la Lune et celle de la Terre. Notons G de

le centre de masse du système, a(M/G) l’accélération de M dans le repère lié à G et

gT (M) et gL(M) les gravités de la Terre et de la Lune au point M . Puisque ce repère est

galiléen et que M est ponctuel le théorème fondamental de la dynamique (TFD) s’écrit :

a(M/G) = gT (M) + gL(M).

Pour le point T c’est un peu plus subtil car il est de masse non ponctuelle puisque

il est attaché à la Terre. Il faut donc utiliser la version la plus générale du TFD, qui dit

que la masse multipliée par l’accélération du centre de masse est égale à la résultante des

forces exercées. Cela s’écrit :

MT a(T/G) =

∫
T ′∈T

ρ(gL(T ′) + gT (T ′)) dV (T ′) (35)

Le dernier terme est bien sûr nul, la Terre ne produisant pas d’accélération sur elle-même.

On écrira donc a(T/G) = ḡL(T ), ḡL(T ) étant une moyenne de la gravité lunaire sur la

Terre.

On en déduit l’accélération de M dans le repère terrestre :

a(M/T ) = a(M/G)− a(T/G) = gT (M) + gL(M)− ḡL(T ). (36)

Le premier terme est l’attraction de la Terre, le deuxième est l’attraction de la Lune,

dont la partie «moyenne» gL(T ) est soustraite puisque cette attraction est ce qui fait

accélérer (orbiter) la Terre.

2. On a donc −→Am = gL(M) − ḡL(T ). Si la Lune est sphérique sa gravité en M

s’écrit immédiatement GML
−−→
ML
ML3 . On montre alors facilement (par raison de symétrie)

que ḡL(T ) = gL(T ) c’est-à-dire à ḡL(T ) = GML
−−→
MT
MT 3 . Ce qui conduit au résultat de

l’énoncé.

3. En cartésiennes :

−−→
ML = (d− x,−y, z) −→

TL = (d, 0, 0), donc : (37)

ML−3 = ((d− x)2 + y2 + z2)−3/2 = d−3((1− x/d)2 + (y/d)2 + (z/d)2)−3/2, (38)

et en ne gardant que les termes de premier ordre en x/d, y/d et z/d il ne reste en fait

que :

ML−3 ' d−3(1 + 3x/d). (39)
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Si bien que, toujours au premier ordre :

−−→
ML

ML3
−
−→
TL

TL3
= d−2(1 + 3x/d)


1− x/d

−y/d

−z/d

− d−2


1

0

0

 = d−2


2x/d

−y/d

−z/d

 (40)

ce qui conduit au résultat. Ce vecteur pointe vers le centre dans le plan perpendiculaire à

la direction Terre-Lune et vers l’extérieur dans cette direction (cf. figure 11). La Terre se

déforme donc en s’allongeant dans la direction Terre-Lune. Notons que cette déformation

est symétrique et qu’un «bourrelet» se crée vers la Lune ainsi qu’à l’opposé. Les termes

décroissent en x, y, z/d ' R/d ' 1/60, donc l’approximation est bonne à quelques %

près.

4. Il est facile d’effectuer le calcul des dérivées : (∂x, ∂y, ∂z)V = −−→Am. Soit U le

potentiel (moyen) de la Terre, et x0 un point de l’equipotentielle de la Terre sans forces

de marées, alors par définition de U :

(U + V )(x0 + h) = U(x0). (41)

Par ailleurs, au premier ordre :

(U + V )(x0 + h) = (U + V )(x0) + grad(U + V ) · ~h. (42)

En retranchant ces deux relations il vient :

V (x0) = −grad(U + V ) · ~h ' −gradU · ~h ' gh. c.q.f.d. (43)

On aurait pu faire aussi GMT /r + V = cste et développer r = R+ h.

5. Il suffit de voir que y2 + z2 = r2 sin2 α = r2(1 − cos2 α) et de remplacer dans

l’expression de V . h est à symétrie de révolution autour de l’axe Terre-Lune. C’est une

déformation proche d’un ellipsoïde allongé dans la direction Terre-Lune (cf figure 12).

6. On a facilement ΓL = 5, 6.10−8 et ΓS = MS
MT

(
R
dS

)3
= 2, 6.10−8 c’est-à-dire

ΓL/ΓS = 2, 2. L’influence solaire n’est donc pas négligeable quoique inférieure à celle de

la Lune. h est maximal dans la direction Terre-Lune (α = 0), on trouve :

hmax (Lune)=36 cm, hmax(Soleil)=16 cm.

C’est différent de Γobs car il faut prendre en compte le fait que la Terre se déformant,

son propre potentiel de gravité change ; cette perturbation (de U) se rajoute donc à V et

l’augmente d’environ 90% dans le cas fluide. Sur les continents il faut utiliser un modèle

élastique et non fluide.

De plus nous avons calculé ici la marée statique, la partie dynamique est en fait

importante. C’est elle qui donne lieu aux grandes inégalités observées près des côtes.
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Remarque : Ce bourrelet reste dans la direction Terre-Lune alors que la Terre tourne

en un jour. Pour un observateur fixe à la surface de la Terre ce bourrelet se déplace donc

et passe en ce point avec une période de 12h25 (= 24(1+1/28)/2 car la Lune se déplace

pendant que la Terre a fait un tour). C’est ce qu’on appelle une onde de marée. Ce qu’on

appelle en langage courant les marées, qui sont en fait le flux et le reflux de la mer le

long des côtes, sont dues à la différence de déformation de marées entre la croûte et les

océans.

L

dT

R

Figure 11 – Forces de marées.

x

y

L

dT

R

Figure 12 – Forme de l’équipotentielle.

— o —
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GravimÈtrie - anomalie d’un tunnel

1. Calculer le champ de gravitÈ d’un cylindre homogËne, infinement long.

2. En dÈduire l’anomalie gravimÈtrique produite ‡ la surface du sol par un cylindre

homogËne, horizontal, infinement long, dont l’axe est situÈ ‡ un profondeur h. On notera

∆ρ le contraste de densitÈ entre le cylindre et le terrain encaissant.

3. Sachant qu’un gravimËtre a un prÈcision de mesure de l’ordre de 10 µ gal, peut-

on dÈtecter la prÈsence d’EuroTunnel ‡ bord d’un bateau ÈquipÈ d’un gravimËtre ?

— o —
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Gravimétrie - anomalie d’un tunnel [Correction]

1. Notons R le rayon du cylindre et ρ sa densité. On choisit comme surface de Gauss

∂V un cylindre de longueur L de rayon r et de même axe que le premier cylindre. Il faut

calculer chaque terme du théorème de Gauss
∫
∂V g · n dS = −4πG

∫
V ρ dV . Puisque g

est à symétrie cylindrique
∫
∂V g · n dS = −|g|

∫
∂V dS = −|g|S = −|g|2φRL.

— o —
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Gravimétrie - déviation de la verticale

On considère une montagne en forme de demi-sphère (cf. fig. 13) et l’attraction qui en

résulte. L’altitude de la montagne est h = 5 km, sa densité est celle de la croûte ρc = 2, 7.

On note g0 le champ de pesanteur «moyen», c’est-à-dire sans la montagne, à altitude

nulle (h = 0) et g = g0 + δg le champ avec la montagne. Le champ g0 = 9, 82 ms−2 est

dû à l’attraction de la Terre sphérique. On prendra G = 6, 673.10−11 m3 kg−1 s−2 pour

valeur de la constante de gravitation et R = 6371 km pour le rayon de la Terre.

1. Déterminer la composante horizontale δgx au point O de l’attraction due à la

montagne (indication : une sphère = 1/2 sphère + 1/2 sphère et on utilise la symétrie).

2. On appelle déviation de la verticale l’angle θ entre g0 et g. Calculer θ au premier

ordre en fonction de g0 et δg. En déduire θ en fonction de la densité moyenne de la Terre

ρ̄, de ρc, h et R.

3. On mesure θ = 5.10−5 radians. Quel peut-être le principe d’une telle mesure ?

Que pensez-vous du résultat obtenu ?

x
O

g

g

δ

x

g

g
0

h

ρ
c

δ

θ

Figure 13 – Déviation de la verticale.

— o —
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Gravimétrie - déviation de la verticale [Correction]

1. En effectuant la somme vectorielle de l’attraction de deux demi-sphères on voit

que cette somme est horizontale et représente deux fois δgx (cette propriété est vraie au

point O et seulement là). Cela montre que :

δgx =
1

2

Gm

h2
=

G

2h2
4πh3

3
ρc =

2πG

3
ρch. (44)

2. Il faut faire un peu attention à ne pas justifier les approximations n’importe

comment ; il est par exemple faux de dire que δg ' δgxex. On utilise juste δg << g0 et

tan θ ' θ. Au premier ordre :

θ ' tan θ ' δgx
g0 + δgy

' δgx
g0
. (45)

D’autre part :

g0 =
GM

R2
=

4πG

3
ρ̄R. (46)

Cette relation sert à déterminer la densité moyenne ρ̄ = 5, 52, ainsi qu’à montrer :

θ =
ρch

2ρ̄R
. (47)

L’application numérique donne θ = 1, 92.10−4 radians.

3. L’estimation de la déviation de la verticale repose sur la mesure de la direction

du « fil à plomb » par rapport aux étoiles. L’angle mesuré est plus faible que l’angle

calculé car il y a compensation isostatique. C’est Bouguer qui la découvre en 1749 en

remarquant que la déviation de la verticale, et donc l’attraction, des Andes est plus

faible que celle à laquelle on pourrait s’attendre d’après leur masse (pour en savoir plus :

Deparis Vincent, Legros Hilaire, 2000, Voyage à l’intérieur de la Terre, CNRS Editions,

Paris).

— o —
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Gravimétrie - limite de Roche

Un satellite sphérique de masse m de rayon r tourne autour de sa planète à une

distance d constante (mouvement circulaire). La planète est sphérique de masse M de

rayon R (cf. fig. 14).

1. Quelle est la vitesse angulaire Ω de révolution du satellite en fonction de G, M

et d ? On suppose que la vitesse de rotation est identique à Ω ; pourquoi fait-on une telle

hypothèse ?

2. Faire le bilan des forces subies par les points O et P ; quelle est l’accélération de

marée subie par le satellite au point P ? On suppose r << d. Quelle est l’accélération,

dans le repère en translation avec le satellite, subie par ce point ? On ne tient pas compte

de la pression.

3. En déduire qu’il y a un distance limite dl (appelée limite de Roche) en dessous

de laquelle le satellite (très peu résistant aux contraintes) se brise. Montrer que :

dl =

(
3
ρM
ρm

) 1
3

R (48)

où ρM et ρm sont les densités de la planète et du satellite. En 1850 un français nommé

Roche a trouvé environ 2,46 comme coefficient au lieu du 3
1
3 ' 1, 44. Quels phénomènes

ou forces a-t-on négligés ?

4. Mimas, le satellite de Saturne de densité 1,44 est situé à une distance de 3,08 fois

le rayon de cette planète. Les anneaux de glace de Saturne sont à une distance comprise

entre 1,15 et 2,25 fois le rayon de la planète. La densité de Saturne est de 0,7. Est-ce que

la théorie développée vous satisfait ?

R

d

Ω

Ω
M

ρ
Μ

PO

r

ρ
m

m

Figure 14 – Planète et satellite.
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Gravimétrie - limite de Roche[Correction]

1. La vitesse angulaire Ω est donnée par la relation de la dynamique, c’est-à-dire

l’équilibre de la gravitation et de l’accélération centrifuge :

Ω2d =
GM

d2
. (49)

On suppose que la vitesse de rotation est identique à Ω car les forces de marées freinent

les satellites jusqu’à que la rotation et la révolution soient synchrones comme c’est le cas

pour la Lune.

2. (La question précédente était juste là pour vous rappeler qu’il faut prendre en

compte la force centrifuge).

Accélération en O :

- attraction de la planète −GM/d2,

- accélération centrifuge Ω2d,

Accélération en P :

- attraction de la planète −GM/(d+ r)2,

- accélération centrifuge Ω2(d+ r),

- attraction du satellite −Gm/r2.

Par définition l’accélération de marée est :

am = Ω2d−GM/(d+ r)2 = GM/d2 −GM/(d+ r)2 ' 2GM/d3r. (50)

Dans le repère en translation avec le satellite l’accélération vaut (cf. cours) aT = −Gm/r2+

am. Puisque le satellite tourne il faut ajouter la force centrifuge : aT + Ω2r = 0. Une

autre façon d’écrire cette relation était de faire le bilan des trois forces en P :

−GM/(d+ r)2 + Ω2(d+ r)−Gm/r2 = 0. (51)

Il faut alors utiliser le bilan des forces en O :

−GM/d2 + Ω2d = 0, (52)

et le développement limité en r/d pour aboutir à :

3GM/d3r = Gm/r2, (53)

le facteur 3 (au lieu de 2) venant du terme de rotation Ω2r.

3. Quand d est plus grand que cette distance limite la pression compense la diffé-

rence des forces et empêche l’effondrement du satellite sur lui-même. Quand d est plus
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petit le point P subit une force dirigée vers l’extérieur qui fait éclater le satellite (sauf

s’il est résistant aux tractions). A la limite :

d3 = 3
M

m
r3 = 3

ρM
ρm

R3. (54)

On a surtout négligé les déformations du satellite, mais aussi les contraintes (pression et

contraintes de cisaillement) dans le satellite.

4. Avec notre formule (la densité de la glace est de 0,9 !) :

dl(Mimas) =

(
3

0, 7

1, 44

) 1
3

R = 1, 13R (55)

dl(anneaux) =

(
3

0, 7

0, 9

) 1
3

R = 1, 33R (56)

Avec la formule de Roche (formule théorique avec un satellite ellipsoïdal) :

dl(Mimas) = 2, 46

(
0, 7

1, 44

) 1
3

R = 1, 93R (57)

dl(anneaux) = 2, 46

(
0, 7

0, 9

) 1
3

R = 2, 26R (58)

Notre formule ne semble pas convenir car les anneaux s’étendent au-delà de 1,33 R. Par

contre celle de Roche (bien que reposant sur la contraignante hypothèse ellipsoïdale)

convient superbement, les anneaux s’arrêtant à 2,25 R. Mimas est quant à lui plus loin

que sa limite de Roche.

— o —
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Gravimétrie - hauteur maximale des montagnes, sphéricité des planètes et

taille maximale des êtres vivants

On se propose de déterminer la hauteur maximale d’une montagne, au delà de laquelle

elle ne résiste pas à son propre poids, ainsi que quelques autres conséquences de la

pesanteur. On schématise pour cela une montagne sous la forme d’un cylindre vertical

(cf. figure de gauche). L’altitude de la montagne est notée h, sa densité ρ et la pesanteur g.

La constante de gravitation universelle vaut G = 6, 673 10−11 m3 kg−1 s−2.

1. Calculer la contrainte verticale subie par un élément de montagne situé au

point O. Déterminer également la contrainte horizontale. Indication, pour les étudiants

qui n’auraient pas eu de cours sur les contraintes : les contraintes constituent une géné-

ralisation de la pression et peuvent, dans ce cas, se calculer de la même façon.

2. La limite de rupture d’une roche crustale est donnée par une différence de

contraintes de l’ordre de 3 kbar = 3 108 Pa. A votre avis comment mesure-t-on cette

quantité ? En déduire la hauteur maximale cherchée. Que trouve-t-on pour une montagne

martienne (g = 3, 7 ms−2) ? Comparer aux hauteurs mesurées.

3. Calculer la gravité d’une planète à sa surface en fonction de sa densité moyenne.

En déduire un taille critique à partir de laquelle une planète peut ne pas être sphérique.

4. En considérant qu’un homme peut supporter une charge de 200 kg, c’est-à-dire

qu’un os de 5 cm de diamètre résiste à un poids de l’ordre de 100 kg, calculer la contrainte

de rupture d’un os.

5. En schématisant un être vivant par un cube sur un pilier de section carrée (cf.

figure de droite), en déduire la taille maximale d’un être vivant. Pourquoi les araignées

ont-elles de fines pattes et les éléphants des grosses ?

x

h

g

ρ

O
x

e

h

g

O

ρ

Figure 15 – Montagne et animal schématisés.

— o —
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Gravimétrie - hmax [Correction]

1. La pression est égale à la force, ici le poids, divisée par une section s, c’est-à-dire :

σV = −ρhsg/s = −ρgh. (59)

Le signe − vient de ce que la convention la plus fréquente est qu’une contrainte positive

représente une tension, c’est-à-dire l’opposée d’une pression. La force de pression qui

s’exerce en O sur une face verticale est nulle (on néglige la pression atmosphérique) :

σH=0. Notons ∆σ = σH − σV la différence de contrainte.

2. Pour faire des mesures de résistance on peut prélever un cylindre de roche (on

appelle cela une carotte) puis le soumettre à une contrainte de plus en plus forte sur ses

faces opposées. On note alors la contrainte à laquelle la rupture se produit.

Soit ∆σmax la différence de contrainte maximale mesurée. La hauteur maximale est

celle pour laquelle cette différence est atteinte :

∆σmax = ρghmax. (60)

Pour une densité de roche superficielle de 3 on trouve alors

hmax =
∆σmax
ρg

=
3 108

3 103 10
= 104 m = 10 km. (61)

Pour Mars on trouve hmax = 3 108/3 103 3, 7 = 25 km. Cela correspond bien, à Hawaï

pour la Terre, dont la hauteur est de 10 km = 5 km émergés + 5 km immergés, et à

Olympus Mons sur Mars dont la hauteur est 25 km. Cela montre que 3 kbar est un bon

ordre de grandeur.

3. Plus la planète est grande et plus la gravité à sa surface est importante, la

hauteur maximale doit donc croître quand le rayon de la planète diminue. Pour voir

comment, écrivons la gravité sous la forme :

g =
GM

R2
=
Gρ̄4

3πR
3

R2
=

4

3
πρ̄GR (62)

où M est la masse de la planète, ρ̄ sa densité moyenne, R son rayon. Donc :

∆σmax =
4

3
πρρ̄GRhmax; (63)

Effectivement hmax augmente quand R diminue. Quand hmax est petit devant R, la

planète est quasi sphérique ; au contraire quand R est petit, la gravité n’est pas assez

grande pour empêcher la formation de reliefs. Notons Rc le rayon critique entre ces deux

extrêmes ; on peut le définir en considérant qu’une planète cesse d’être sphérique quand
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hmax = R (c’est un ordre de grandeur, on peut prendre aussi hmax = R/2 ou R/4...). Il

s’ensuit :

∆σmax =
4

3
πρρ̄GR2

c , (64)

d’où

Rc =

√
3∆σmax
4πρρ̄G

. (65)

Avec ρ = ρ̄ = 3000 kg/m3 on trouve environ 350 km, ce qui est effectivement la taille en

deçà de laquelle on connaît des objets non sphériques (astéroïdes...).

4. Déterminons la contrainte maximale supportable par un os en divisant le poids

par la section :

∆σmax = ρmg/πr2 = 1000 100 10/π(0, 025)2 = 5 105 Pa. (66)

5. La contrainte supporté par les pattes est :

∆σ = ρh3g/e2 (67)

Elle augmente plus vite avec h qu’elle ne diminue avec e, d’où la taille limite. La taille

la plus grande possible est atteinte pour e = h. On trouve hmax = 50 m ; les dinosaures

n’ont pas dépassé cette taille. Inversement quand la taille h est faible l’épaisseur des

pattes n’a pas besoin d’être aussi grande que le corps.

C’est donc parce que le poids augmente avec le cube de la taille et la résistance avec

le carré de l’épaisseur des pattes que, relativement à la taille de leur corps, les éléphants

ont des grosses pattes, et les insectes de petites pattes.

Comme le fait remarquer Brahic 1, les énormes dinosaures ou araignées des films de

science-fiction sont impossibles sur notre planète.

— o —

1. Daniel (direction), Problèmes résolus de STU, Vuibert, 2000, pp. 77-78
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Gravimétrie - Noyau lunaire

On se propose d’étudier quelques propriétés de l’intérieur lunaire, notamment celles

d’un éventuel noyau. On rappelle que 1 GPa=109 Pa=109 kg m s−2 et que la constante

de gravitation universelle vaut G = 6, 673 10−11m3kg−1s−2.

1. À l’aide du théorème de Gauss calculer la gravité à l’extérieur, puis à l’intérieur,

d’une coquille sphérique de densité ρ et d’épaisseur ds (cf. figure 1).

2. En déduire l’expression de la gravité à l’intérieur d’une planète sphérique :

g(r) =
4πG

r2

∫ r

0
ρ(s)s2 ds. (68)

3. On supposera dorénavant que ρ est constant. Comment s’exprime alors g(r) ?

4. En déduire la densité de la Lune sachant que son rayon et sa gravité en surface

valent R = 1737 km et g = 1, 625 m/s2. Quelle est l’incertitude sur la valeur trouvée,

sachant que G est connu avec une incertitude relative de 1, 5 10−3 et que les autres

données sont supposées exactes ?

5. Quelle valeur de la densité trouverait-on pour la Terre si on suivait le même

raisonnement ? Expliquer pourquoi les deux valeurs trouvées représentent les densités

moyennes des planètes. Pourquoi peut-on considérer que la Lune est homogène ? A votre

avis comment mesure-t-on le rayon et la gravité lunaire ?

6. Donner une valeur numérique de la masse de la Lune et du rapport des masses

terrestre et lunaire.

7. Sachant que la pression P est nulle au bord et que dP/dr = −ρg pour tout r,

que vaut P (r) ? Combien vaut-elle au centre ? Que trouverait-t-on pour la Terre ?

8. Tracer les courbes ρ(r), g(r), P (r) pour ce modèle de Lune.

En réalité la pression au centre de la Terre est estimée à 370 GPa. La pression au

centre de la Lune est probablement comprise entre 5 et 7 GPa, la température entre 1000

et 2000 K.

On donne le diagramme de phase du fer (fig. 2) ; il indique les domaines de pression et

température des différentes phases minérales solides (appelées α, δ, γ et ε) et de la phase

liquide. L’équation d’état donne les courbes de températures de la phase γ en fonction

de la pression et de la densité (fig. 3).

9. A votre avis pourquoi peut-on supposer que le noyau lunaire, s’il existe, est

essentiellement composé de fer ?
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10. Quelles informations pouvez-vous tirer de ces figures ? On pourra éventuelle-

ment écrire sur ces figures et les rendre.

11. Commenter succinctement ces résultats.

s

r

Oρ

ds

P

Figure 16 – Couronne sphérique.
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Gravimétrie - Noyau lunaire [Correction]

1. Par symétrie sphérique ~g = −g(r)~er. Donc, le flux a travers une surface sphérique

∂V de rayon r vaut :∫
∂V
~g · ~n dS = −g(r)

∫
∂V

dS = −4πr2g(r) (69)

Le théorème de Gauss stipule que ce flux vaut aussi −4πGM , si bien que g(r) = GM/r2.

Pour un point P à l’extérieur de la couronne, M = ρ4πs2ds, donc :

g(r) =
4πGρ

r2
s2 ds. (70)

A l’intérieur, le volume V ne contient pas de masse, donc g = 0.

2. Il faut sommer l’effet de toutes les coquilles d’épaisseur ds. Les coquilles exté-

rieures à r ne produisant aucun effet (cf. réponse précédente) il suffit de sommer de s = 0

à s = r, ce qui donne le résultat demandé.

3. Si ρ constant
∫ r
0 ρ(s)s2 ds = ρ

∫ r
0 s

2 ds = ρr3/3 donc g(r) = 4πG
3 ρr.

4. La densité se déduit de g par :

ρ = 3g(R)/4πGR = 3× 1, 625/4π × 6, 673 10−11 × 1737 103 = 3347 kg/m3.

L’incertitude se calcule en différenciant l’expression précédente :

∆ρ =

∣∣∣∣3g(R)

4πR

−∆G

G2

∣∣∣∣ = ρ
∆G

G
' 5 kg/m3, (71)

On peut aussi remarquer que les erreurs relatives sont égales :

∆ρ

ρ
=

∆G

G
= 1, 5 10−3. (72)

5. Pour la Terre, avec g = 9, 81 m/s−2 on trouve :

ρ = 3× 9, 82/4π × 6, 673 10−11 × 6371 103 = 5514 kg/m3.

La densité moyenne ρ̄ est définie par M = ρ̄V = ρ̄4πR3/3. La gravité en surface

peut donc s’écrire g(R) = GM/R2 = 4πG
3 ρ̄R ce qui montre que la densité calculée par le

modèle homogène représente la densité moyenne.

La densité en surface de la Lune est probablement comprise entre 2,7 et 3 comme sur

Terre. Or, pour des raisons de stabilité, il parait raisonnable de supposer que la densité

ne peut qu’augmenter avec la profondeur. Puisque la valeur moyenne n’est que de 3,3 la

densité n’augmente donc pas beaucoup avec la profondeur, ou alors sur une petite zone

du centre. Ainsi, comparativement à la Terre, la densité lunaire ne s’écarte pas beaucoup

de 3.
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Les trajectoires des satellites envoyés autour de la Lune sont mesurées par effet Dop-

pler depuis la Terre. Par la loi du mouvement, ces trajectoires déterminent la gravité.

Pour connaître la forme de la planète il n’y a plus qu’à mesurer la distance du satellite à

la surface. Ceci est réalisé par l’analyse de temps d’allers-retours d’ondes électromagné-

tiques (radars, mais on pouvait dire lasers) envoyées du satellite et réfléchies à la surface.

La vitesse de ces ondes étant connue, cela fournit la distance satellite-sol.

Auparavant, on mesurait le diamètre apparent de la Lune par des méthodes astrono-

miques (temps de passage de la Lune dans le cône d’ombre de la Terre lors des éclipses,

temps d’occultation des étoiles...)

6. g = GM/R2 fournit une valeur de la masse : M = gR2/G = 7, 35 1022 kg pour

la Lune, 5,97 1024 kg pour la Terre. D’où le rapport MT /ML = 81.

7. Il suffit d’intégrer :

dP/dr = −ρg = −4πG

3
ρ2r en : (73)

P (r) = −2πG

3
ρ2r2 + cste =

2πG

3
ρ2(−r2 + cste). (74)

Puisque P (R) = 0, cette dernière constante vaut R2 ; ainsi :

P (r) =
2πG

3
ρ2(R2 − r2). (75)

En r = 0, P = 2πGρ2R2/3 = 4,7 GPa pour la Lune, 172 GPa pour la Terre.

8. Les courbes se déduisent immédiatement des réponses aux questions précédentes

(cf figures).

9. Si un noyau lunaire existe, il est légitime de supposer qu’il est essentiellement

composé de fer parce que :

- le fer est un élément abondant dans l’univers,

- le fer est conducteur et aurait donc pu, par le passé, servir à supporter une dynamo

magnétique, qui expliquerait la présence d’un (faible) champ magnétique rémanant,

- par analogie avec la Terre,

- l’analogie étant d’autant plus justifiée que dans le scénario le plus probable de

formation de la Lune, celle-ci est essentiellement formée de matériaux terrestres.

10. En reportant le domaine 5-7 GPa × 1000-2000 K sur le diagramme de phase

du fer (zone grisée, fig. 2) on voit qu’au centre de la Lune le fer est probablement sous

forme γ. Étant donné que la Lune semble relativement homogène, le noyau de fer doit

être assez petit (on peut montrer que son rayon est inférieur à 400 km). Les conditions
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Figure 19 – Densité, gravité et pression.

de pression et température ne varient donc probablement pas assez dans le noyau pour

qu’il y ait une autre phase en proportion notable. Le noyau est donc probablement

entièrement sous forme solide γ. C’est pourquoi l’énoncé donne l’équation d’état, sous

forme graphique, de ce fer.

On peut donc reporter le domaine 5-7 GPa × 1000-2000 K sur cette figure (zone

grisée). On constate alors que la densité est comprise entre 7650 et 8200 kg/m3.

11. On a remarqué que la Lune a une densité quasi constante. Il peut néanmoins

y avoir un petit noyau. S’il est composé de fer, il est probablement solide, de densité

voisine de 8. La pression y est quasiment cent fois moins importante qu’au centre de la

Terre. Dans le noyau terrestre le fer est sous forme liquide (noyau externe) puis solide ε

(graine).

Nous avons supposé que la Lune était homogène et avons trouvé une densité du

noyau largement supérieure à 3. Il y a donc une contradiction mais, au premier ordre,

elle n’est qu’apparente car le noyau doit être petit ce qui implique que les conditions de

température et pression au centre sont proche de celles d’une Lune homogène. D’autre

part l’intervalle 5-7 GPa donné par l’énoncé est estimé avec un noyau, et l’intervalle de

température est probablement assez approximatif pour convenir au cas hétérogène.

Notons que la température est mal contrainte car beaucoup de paramètres sont in-

connus. Il n’est donc pas totalement impossible qu’elle soit en dehors de l’intervalle.
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Figure 20 – Diagramme de phase du fer.
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Figure 21 – Équation d’état du fer γ.
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