
Flexure de la lithosphère sous l’effet d’une châıne volcanique
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Nous allons étudier dans cette partie l’effet d’une châıne volcanique, considérée comme une ligne de
masse en x = 0, d’amplitude V0. L’application de cette force induit un enfoncement de la plaque au
point d’application et on on note w la topographie créée, comptée positivement vers le bas. On rappelle
que le moment M , dans la direction perpendiculaire au plan de la page et appliqué en chaque point,
est relié à la topographie par

M = − Eh3

12(1− ν2)
d2w

dx2
= −D d2w

dx2
, (1)

avec E le module d’Young, ν le coefficient de Poisson, h l’épaisseur de la plaque et D la rigidité
flexurale. On rappelle également que l’équation de flexure que doit satisfaire la profondeur du plancher
sous l’effet d’une distribution de masse q(x) :

D
d4w

dx4
+ (ρm − ρw)gw = q(x), (2)

avec ρm et ρw les masses volumiques du manteau et de l’eau, respectivement, et g l’accélération de la
gravité. Nous allons ici faire l’hypothèse que la mise en place de la châıne a suffisamment affaiblit la
plaque pour qu’elle casse (voir figure). De ce fait, la partie gauche de la plaque n’applique plus aucune
contrainte sur la partie droite et réciproquement.

1. Quelles sont les dimensions des différentes quantités qui apparaissent dans l’équation (2) ?

2. Comment représente-t-on mathématiquement la ligne de masse en x = 0. Quelle doit être l’unité
de V0 pour être cohérente avec l’équation de flexure ?

3. Par analyse dimensionnelle, donner une échelle caractéristique de longueur, α sur laquelle varie
w.

4. Donner la solution générale à l’équation différentielle satisfaite par la profondeur du plancher
océanique (eq. 2).

5. Quelles sont les conditions limites à satisfaire en x = ±∞ ? Expliquer pourquoi on ne peut
satisfaire avec la même solution la condition en +∞ et celle en −∞ et comment, à partir de la
solution pour x > 0 on détermine celle pour x < 0.

6. Que signifie le fait que la plaque soit cassée en x = 0 en terme de moment appliqué ? En déduire
une condition limite supplémentaire et son implication pour la solution pour x > 0. Écrire la
forme complète de la solution, valable pour tout x.

7. Pour déterminer la dernière constante du problème, écrire une forme intégrale de l’équation de
flexure sur l’intervale [−ε, ε] avec ε que l’on fera tendre vers 0.

8. Déterminer la position xb du soulèvement maximum.

9. Appliquons ce modèle à Hawai’i : la distance à laquelle se trouve le maximum du soulèvement
est xb = 250km. En prenant ρm − ρw = 2300kg m−3, E = 70 GPa et ν = 0.25, déterminer D
et l’épaisseur h de la lithosphère.
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1 Correction

1. [w] = [x] = m, [ρm] = [ρw] = kg m−3, [g] = m s−2, [E] = Pa = kg m−1s−2, [D] = kg m2s−2,
[q] = kg m−1s−2 = Pa.

2. On applique la force de façon ponctuelle, c’est à dire en utilisant un Dirac : q(x) = V0δ(x).
Pour déterminer l’unité de V0, il suffit d’intégrer l’équation sur un intervalle autour de x = 0.
Le terme de droite donne ∫ a

−a
q(x) dx = V0. (3)

Une intégration similaire du second terme de gauche donne l’unité cherchée

[V0] =

[∫ a

−a
(ρm − ρw)gw dx

]
= kg s−2. (4)

3. La force appliqué étant ponctuelle, elle n’apporte pas de dimension spatiale au problème. En
considérant les deux termes de gauche de l’équation (2), on voit une longueur caractéristique
sortir sous la forme

α =

(
D

(ρm − ρw)g

)1/4

. (5)

4. Pour tout x 6= 0, l’équation (2) se réduit à sa forme homogène :

d4w

dx4
+
w

α4
= 0. (6)

Cette équation admet quatre solutions de forme exponentielle indépendantes, eanx/α, avec an
solutions de x4 + 1 = 0. On arrive alors à une solution générale de la forme

w =ex/α
√
2

(
c1 cos

x

α
√

2
+ c2 sin

x

α
√

2

)
+ e−x/α

√
2

(
c3 cos

x

α
√

2
+ c4 sin

x

α
√

2

) (7)

5. La topographie en ±∞ doit être nulle. La solution générale donnée précédemment ne peut
satisfaire ces deux conditions en même temps avec un jeu unique de valeurs des constantes cn.
Mais la solution est valide pour x > 0 et pour x < 0, mais avec des coefficient cn de part et
d’autre du point central x = 0, puisque l’équation n’est pas valide en ce point là. On traite
donc un seul coté, x > 0 par exemple, l’autre étant obtenu par symétrie. Pour x > 0, on trouve
c1 = c2 = 0.

6. La cassure en x = 0 implique une absence de moment appliqué, soit M = 0. En utilisant
l’équation (1), on en déduit que d2w

dx2
= 0. On a, pour x > 0,

d2w

dx2
=

e−x/α
√
2

α2

(
c4 cos

x

α
√

2
+ c3 sin

x

α
√

2

)
(8)

La condition en x = 0 implique donc c4 = 0 et la solution, valable pour tout x, est

w = c3e
−|x|/α

√
2 cos

x

α
√

2
. (9)

7. On intègre l’équation (2) :

D

[
d3w

dx3
(ε)− d3w

dx3
(−ε)

]
+ (ρm − ρw)g

∫ ε

−ε
w(x) dx = V0 (10)
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La fonction w(x) étant paire, sa dérivée troisième est impaire. Par ailleurs, w étant continue en
x = 0, le deuxième terme de l’équation ci-dessus tend vers 0 quand ε tend vers 0. On en déduit

2D
d3w

dx3
(0+) = V0. (11)

On en déduit
d3w

dx3
(0+) =

c3

α3
√

2
=

V0
2D

, (12)

soit

w =
V0α

3

√
2D

e−|x|/α
√
2 cos

x

α
√

2
. (13)

8. xb est la point tel que dw
dx = 0, soit cos(xb/α

√
2) + sin(xb/α

√
2) = 0. Donc xb = 3πα

2
√
2
.

9. On trouve D = 7.28 1023N m et h = 48.9km.
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