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Introduction

Depuis Sadi Carnot qui, dans la premiere page de son livre ( , ) souligne I'importance
de la chaleur comme origine de la dynamique de la Terre, on a coutume de dire que la Terre est
une machine thermique. Si I’analogie entre le fonctionnement de la Terre et celui des machines a
vapeur, dont la compréhension était le principal objectif du travail de Carnot et a été en grande
partie a l'origine du développement de la thermodynamique, n’est pas si évident que cela a y
regarder de plus pres, il est indéniable que ’évolution thermique de la Terre est a 1’origine de
toute sa dynamique interne. Ou pour étre plus précis car une telle dynamique a également pu
fonctionner durant des périodes de réchauffement si jamais elles ont existé, c’est le transfert de
chaleur qui est a l'origine de la dynamique interne de la Terre.

Le lien entre le transfert de chaleur et la dynamique de la Terre se crée parce qu'un des modes
de transfert est la convection, c’est a dire le transport par mouvement de matiere. Dans la
Terre, ce mode se manifeste par la tectonique des plaques qui est a 'origine de la formation
des chaines de montagnes, du volcanisme et des seismes. Cette convection est aussi a ’origine
du champ magnétique de la Terre, par le biais de la dynamo a I'ceuvre dans le noyau terrestre.
Cependant, la convection ne supprime pas la conduction, qui reste le mode de transfert de
chaleur principal lorsque le mouvement vertical de la matiere est empéché, c¢’est a dire lorsque
I'on s’approches des limites horizontales, soit rigides (dans une expérience de laboratoire) soit
libre et imposées par des différences de densité chimiques trop importantes, comme c’est le cas
a la fronticre noyau-manteau (FNM) et a la surface de la Terre. Le transfert conductif se fait
par transmission de I'agitation moléculaire de proche en proche et il s’agit donc d'un processus
microscopique, que l'on ne considérera ici que dans ses effets macroscopiques quantifiés par la
loi de Fourier et la conductivité thermique.

Enfin, un troisieme mode de transfert de chaleur existe, le transfert radiatif, et il peut s’avérer
important dans la Terre. La chaleur dans ce mode de transfert est transportée par rayonnement
électromagnétique, c’est a dire par de la lumiere. C’est un mode de transfert qui intéresse
particuliecrement la dynamique de ’atmosphere mais beaucoup moins la Terre interne, plutot
opaque. Cependant, a haute température, le rayonnement de la matiere peut devenir important
comme toute personne appréciant le chauffage par un feu de bois le sait. L’intérieur de la
Terre étant chaud et les cristaux qui la composent comme 1’olivine non-totalement opaque, la
possibilité d'un tranport de chaleur radiatif dans la Terre n’est pas totalement exclue. Un tel
transport peut alors étre pris en compte par une conductivité effective, un point qui sera discuté
en fin de cours.

Pour des raisons pédagogiques, nous commencerons par traiter quelques probléemes simples de
diffusion de la chaleur. Les généralités sur le transfert de chaleur, basées sur les principes de



la thermodynamique, seront ensuite présentés. Des méthodes plus générales de résolution des
problemes de diffusion pourront alors étre exposées. Nous aborderons alors le probleme de
la convection de Rayleigh-Bénard et pourront ainsi comparer ses prédictions aux observations
terrestre. Les modeles d’évolution thermique de la Terre pourront alors étre exposés et discutés.



Chapitre 1

Loi de Fourier et premieres
applications

1.1 Introduction

Dans un premier temps, pour introduire les approches utilisées, le cas de la conduction de
la chaleur sera discuté, la loi de Fourier introduite. Des applications a quelques problemes
stationnaires permettront de fixer les idées.

1.2 Loi de Fourier

La loi de Fourier est une relation empirique entre la différence de température et le flux de
chaleur. Il ne s’agit ici que de flux diffusif dans lequel la chaleur est transportée en transmettant
de proche en proche I'agitation moléculaire. Selon la théorie cinétique des gaz, la température a
pour origine microscopique I’énergie cinétique moyenne des molécules, avec la relation 3k7T'/2 =
m < v* > /2, k étant la constante de Boltzmann. Les chocs entres molécules permettent
alors de tranmettre 1’énergie cinétique et donc la chaleur. Dans le cas des solides, ce sont les
vibrations des molécules autour de leur position d’équilibre qui se transmettent via les liaisons
inter-atomiques. Des ondes de vibrations se propagent et on parle de phonons. Nous n’irons
pas plus loin dans la discussion de la base microscopique de la diffusion thermique et nous
nous contenterons d’introduire sa quantification macroscopique via le coefficient de conductivité
thermique, k.

Considérons un mur, d’épaisseur d, initialement maintenu a une température uniforme 75, qui
sépare une piece de I'extérieur, les deux étant a la méme température Ty. Au temps ¢ = 0,
on chauffe la piece et on la maintient a une température 7). Comment est la distribution de
température dans le mur ? Clairement, celle-ci ne dépend que de la distance aux bords du mur,
notée par exemple x, et pas de la position le long du mur. Au cours du temps, la température
dans le mur change, celle sur ses faces étant maintenue constante (fig. 1.1). Apres un temps tres
long (infini en fait), la température dans le mur ne change plus et varie linéairement en fonction
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FIGURE 1.1 — Distribution de température
dans un mur, initialement a Ty = 0 et dont
une face est brusquement portée a T} = 1.
Au cours du temps, la température passe
de la courbe rouge a la verte et atteint fi-
nalement la courbe bleue apres un temps
infini.
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de x. Si l'on arréte de chauffer la piece, la température va baisser et I'expérience montre que
pour maintenir la température dans la piece avec le profil de température linéaire atteint apres
un temps long, il faut fournir un flux de chaleur égal a

% _ 4 ; To. (1.1)

A étant la surface du mur. Ceci peut se mesurer facilement en regardant sa facture d’électricité
ou de gaz. Le parametre k est appelé conductivité thermique. La relation linéaire entre le flux
de chaleur et la différence de température est valide tant que cette différence n’est pas trop
grande. Le flux de chaleur () a pour unité le Watt, W.

Une telle expérience peut étre faite pour tout type de matériaux, qu’il soit solide, liquide ou
gazeux, tant qu’aucun mouvement convectif ne se déclenche et que la radiation est négligeable.
Cependant, la valeur de la conductivité thermique dépend du matériau considéré et également
de parametres physiques tels que la température, la pression.

Le temps pour atteindre la distribution linéaire de température dans le mur dépend de sa
conductivité thermique, de sa capacité calorifique et de son épaisseur. Plus le mur est fin, plus
vite cette distribution limite sera établie. A la limite d’un mur infiniment fin, le profil linéaire
de température est établit instantanément et on voit que le terme de droite de 'équation (1.1)
fait apparaitre la dérivée de la température en fonction de la direction x. Avant d’écrire expli-
citement cette relation différentielle, il est nécessaire d’introduire le caractere vectoriel du flux
de chaleur. Dans I’exemple représenté sur la figure 1.1, la température élevée est du coté des x
faibles et le flux de chaleur va vers 'extérieur, ¢’est a dire vers les x élevés. On voit donc que le
vecteur flux de chaleur a une composante sur 'axe des z (uniquement celle-la dans ce cas), q,,
qui est positive, c’est a dire que la chaleur va de l'intérieur vers I'extérieur, alors que la dérivée
de la température par rapport a x est négative. On a donc la relation suivante

dT
=—k—, 1.2
Qe - (1.2)
¢, étant une densité de flux de chaleur, c’est a dire un flux de chaleur par unité de surface, avec
pour unité le W m=2.

L’équation (1.2) est la forme unidimensionnelle de la loi de Fourier, valide uniquement dans
le cas ou la température ne dépend que de z. Dans le cas général, le flux de chaleur a trois
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composantes et s’écrit pour un matériau isotrope
q=—kVT. (1.3)

Un matériau est dit isotrope si son comportement, en particulier sa conductivité thermique, ne
dépend pas de la direction. Les matériaux cristallins ne sont généralement pas isotropes et le
manteau terrestre présente par exemple une anisotropie des vitesses de propagations sismiques.
il est probable qu’'une anisotropie de conductivité soit également présente. Dans ce cas la, la
loi de Fourier doit faire intervenir un tenseur d’ordre 2 des conductivités au lieu du parametre
scalaire introduit précédemment. La discussion de ce type de matériau dépasse 1'objet de ce
cours.

Le fait que la conductivité thermique est un parametre positif est apparu naturellement dans
la discussion précédente et le signe négatif de la loi de Fourier (1.2) est une conséquence du fait
que la chaleur va du coté chaud vers le coté froid. On verra plus loin que 'on peut relier cette
observation au second principe de la thermodynamique.

1.3 Diffusion de chaleur en état stationnaire

Le cas d’'un mur solide a déja été abordé (§ 1.2) et nous allons maintenant nous intéresser a
un cas plus pertinent pour les sciences de la Terre : la distribution de température dans une
sphere chauffée par radioactivité.

La résolution du probleme de la conduction en état stationnaire pour un probleme ayant une
symétrie élevée est généralement simple. Il s’agit d’écrire un bilan de chaleur en état stationnaire
qui s’écrit sous la forme suivante : chaleur sortante = chaleur entrante + chaleur produite.
Ce bilan peut se faire pour toute partie du systeme considéré, tant que celui-ci est en état
stationnaire.

On considere donc une sphere pleine dont la surface est maintenue a une température T avec
un taux de production de chaleur uniforme et constant dans le temps h en Wm™—3. La symétrie
sphérique du probleme est telle que la température ne dépend que de la distance au centre et
le flux de chaleur est dans la direction de 'extérieur. On écrit le bilan de chaleur d’une coquille
sphérique comprise entre les spheres de rayons r et r + dr : le flux de chaleur qui sort en r + dr
est égal a la somme du flux qui entre en r et de la chaleur produite entre r et r + dr :

q(r + dr)an(r + dr)? = q(r)4nr? + h%r [(7“ +dr)® — 7"3} . (1.4)

En prenant la limite dr — 0, on trouve

d 5 9 ) 1 d
— (r°q) = hr soit ——

dr ( q) r2dr (
Le terme de gauche de la seconde équation n’est autre que la divergence en coordonnées
sphériques d’une fonction ¢ qui ne dépend que du rayon. Cette équation a une solution de

la forme

r’q) = h. (1.5)

q(r)==r+ — (1.6)
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et la constante d’intégration est déterminée par la condition au centre : le flux de chaleur doit
rester borné et doit méme étre nul pour satisfaire la symétrie du probleme. Donc C = 0. Avant
d’aller plus loin et de déterminer la température, on peut calculer le flux de chaleur total qui
sort a la surface de la sphere, r = R :
47

Q, = 47 R%q(r) = ?Ri”h, (1.7)
ce qui n’est pas une surprise. En effet, en état stationnaire, le flux a la surface doit étre égal au
total de la chaleur produite dans le volume.

Pour calculer la température, il suffit maintenant d’exprimer le lien entre le flux et la tempéra-
ture, a savoir la loi de Fourier (1.3) qui prend, dans le systéme de coordonnées sphériques du
probleme, la forme suivante :
dr
r)=—k—. 1.8
alr) = =k (18)

La température a donc la forme

h
T(r) = —@TQ + C (1.9)

et la constante d’intégration est obtenue en utilisant la condition limite a la surface, T' = Ty,
qui donne

h
T(r)=—(R*—7r*) +T,. (1.10)
6k
La température maximale est bien sir obtenue au centre de la sphere et est égale a
T.=T,+ " R (1.11)
c S 6]{: . .

Connaissant le flux de chaleur a la surface de la Terre, 44 TW, si 'on suppose que ce flux
est maintenu par une production de chaleur uniformément répartie et que 'on est en état
stationnaire, on peut calculer la production de chaleur par unité de volume (1.7) :

3Q
= ~410°*Wm™ 1.12
R m”, (1.12)
et la différence de température entre le centre de la Terre et la surface est
T,—T, = Q. _ 6.8 10°K (1.13)
8TkR

oll I'on a supposé une conductivité thermique égale & 4 Wm 1K™, Une telle température est
tout a fait irréaliste et ne permettrait pas la présence d’une graine de fer solide au centre de la
Terre. Il est facile de pointer les nombreuses raisons pour lesquelles ce calcul ne s’applique pas
a la Terre et les plus importantes sont I’hypothese de transfert de chaleur conductif et celle de
stationnarité.

Exercise 1 Dans le cadre du modele de température dans la Terre proposé ci-dessus, suppo-
sons maintenant qu’en dessous d’une couche supérieure, de 100 km d’épaisseur, la conductivité
thermique est N fois plus forte. En dehors de cette discontinuité, on suppose chaque coquille
homogene. Calculer la température au centre de la Terre dans ce modele et le discuter.
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Exercise 2 Considérons une autre variante du modele de Terre stratifiée : On suppose que
toute la radioactivité est maintenant concentrée dans la partie superficielle d’épaisseur § << R.
Pour le méme flux de chaleur en surface, comparer la température au centre avec celle obtenue
dans le cas d'une Terre homogene.

1.4 Equation de diffusion non—stationnaire

Ayant obtenu une équation de diffusion en état stationnaire et en géométrie sphérique, reve-
nons au cas cartésien qui constituait notre premier exemple (fig. 1.1) et établissons I’équation
qui permet de calculer I’évolution de la température avec le temps de ’état initial a ’état sta-
tionnaire. On suppose que la température ne dépend que de la coordonnée x. Considérons une
tranche de fluide d’épaisseur faible 0z et de surface A quelconque et faisons le bilan d’énergie.
En tout point de notre domaine d’étude, on a un flux de chaleur ¢(z) = —kdT/dz. Lorsque
ce flux est positif, cela signifie que la chaleur va dans la direction des x croissants, le contraire
(q(x) < 0) étant également possible. En x, notre tranche de matiere regoit de la chaleur a un
taux Ag(z) (ou la donne si ce nombre est négatif) alors qu’en = + 0z elle perd de la chaleur a
un taux de Ag(x+0x). Un autre gain que 'on peut considérer (et ¢’est important pour la Terre
interne) est la production de chaleur par radioactivité, a un taux h par unité de volume, soit
hAdx pour tout le domaine. Si les pertes et les gains sont égaux, la température de la tranche
reste constante. Dans le cas contraire, elle augmente ou diminue suivant le signe de la différence.
Le lien entre I'apport ou la perte nette de chaleur et I’évolution de la température est donné par
un parametre physique appelé capacité calorifique, C' dont 1'unité est [C] = J kg 'K~!. Pour
obtenir une énergie par unité de temps, c’est a dire un flux en Watts, il faut multiplier C' par
la masse du systeme considéré et pas le taux de changement de température. On obtient ainsi

T
pdxA C’aa—t = Aq(z) — Ag(x + éx)+  hozA | (1.14)
masse gain perte radioactivité

p étant la masse volumique. On n’a pas considéré de perte ni de gain dans les directions y et z
car on a supposé que la température ne dépendait que de x et donc le flux de chaleur ne peut
se produire que dans cette direction. On voit que cette équation peut étre divisée par le volume
Adx pour obtenir

or  q(z +dox) —q(x)

C—=— h 1.15

et en faisant tendre dx vers 0, on fait apparaitre la dérivée du flux dans la membre de droite :
oT dq

—_ 1 1.16

P~ ot Ox * (1.16)

Remarquons que cette équation est tout a fait générale et ne fait pas intervenir la Loi de Fourier.
Il s’agit juste d’un bilan d’énergie. Cependant, elle n’est pas suffisante pour résoudre le probleme



10 Loi de Fourier et premieres applications

en termes de température et il est alors nécessaire de faire intervenir la loi de Fourier (1.2) pour
obtenir une équation aux dérivées partielles pour la température :

oT 0 oT

Un cas particulier que nous rencontrerons souvent est celui ou la conductivité thermique est
uniforme. On peut alors la sortir de la dérivée et diviser I’équation par pC' pour faire apparaitre
la diffusivité thermique, k = k/pC. 1équation est alors

oT 0 oT h
— =r— | k— |+ —. (1.18)
ot Or \ Ox pC'

L’'unité de la diffusivité est [k] = m? s™ et on rencontrera d’autres grandeurs physiques ayant

la méme unité et elles pourront toutes étre appelées diffusivité (magnétique, de quantité de

mouvement, etc).

Enfin, remarquons qu’en 'absence de chauffage radioactif (h = 0), une solution stationnaire
au probleme de diffusion existe et que dans le cas d’une conductivité constante il correspond
une variation linéaire de la température (dérivée seconde nulle). Il s’agit de la situation pour
t — oo représentée en bleu sur la figure 1.1.

Dans le cas général ou la température dépend des trois directions de ’espace, on procede de
maniere similaire mais il faut considérer un petit élément de volume (dx, dy, 0z) autour du point
(x,y,2). On fait le bilan de la méme maniere mais il faut considérer les trois composantes du
flux de chaleur q = (¢u, ¢y, ¢2) :

T
P8y 0 = — yb=(aua+ 02,y,2) — 0u(,1,2)
— 0x02(qy (2, y + 0y, 2) — qy(,y, 2)) (1.19)

—0x0y(q.(z,y, 2+ 02) — q.(x,y, 2)) + hoxdydz.

Une fois encore on divise cette équation par le volume dxdydz et on fait tendre dx, dy et 6z
vers 0 pour obtenir

ot O oy 0z

pC +h=-V-q+h. (1.20)

Comme dans le cas uni—dimensionnel, cette équation exprime la conservation de I’énergie et est
de ce fait totalement générale. Par contre, elle n’est pas suffisante pour résoudre le probleme
est une relation phénoménologique entre le flux de chaleur est nécessaire, la loi de Fourier (1.3).
On obtient ainsi I’équation

oT
Dans le cas d'une conductivité thermique uniforme, on écrit ’équation de diffusion sous la
forme

9 v 4 L 1.22
o~ VT e (122)



Chapitre 2

Méthodes de résolution pour la
conduction

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, quelques méthodes pour la résolution du probleme de la conduction de la
chaleur sont présentées. L’objectif n’est pas la rigueur mathématique mais plutot de mon-
trer comment ces différentes approches permettent de donner des réponses dont la qualité
peut dépendre des conditions du probleme. Une démonstration par ’exemple est préférée a la
généralisation. Un exposé systématique des différentes approches et des solutions est présenté
dans le livre classique de ( ).

2.2 Solutions de similitude : ’age de la Terre selon Fou-
rier et Kelvin

Considérons le probleme classique du refroidissement de la Terre selon Lord Kelvin ( ,

; , ) : la Terre est supposée étre formée chaude, a une température Ty, et
est soudainement plongée dans un milieu a température nulle, température a laquelle est ainsi
maintenue la surface. Quelle est alors la température dans la Terre en fonction du temps et de
la profondeur 7 Comment évolue le flux de chaleur a la surface en fonction du temps?

On s’intéresse d’abord aux temps courts, seul probleme effectivement étudié par Kelvin. La
température étant initialement uniforme, la température ne change au départ que pres de
la surface, de méme que dans le cas du mur étudié précédemment (§ 1.2 et fig. 1.1). Tant
que l'épaisseur affectée par le refroidissement est faible devant le rayon de la Terre, on peut
négliger la sphéricité de celle-ci et considérer un demi-espace infini, la température ne variant
qu’avec la profondeur z et le temps. Pour justifier cette hypothese dans le cadre du modele de
Kelvin, rappelons en le principe. La Terre est initialement a la température Ty homogene et a
t = 0 une température nulle est imposée a la surface. Le gradient de température en surface
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initialement infini diminue avec le temps et on atteint la valeur actuelle G pour un temps égal
a l'age de la Terre (Ajouter un schéma). L'intersection entre la tangente au géotherme a
la surface et la température initiale est a la profondeur § = T,/G ~ 60km avec les valeurs
utilisées par Kelvin. Ceci nous donne un ordre de grandeur de I’épaisseur de Terre affectée par
la baisse de température, épaisseur tres faible par rapport au rayon de la Terre, ce qui justifie
I’approximation de Terre plate. Le probleme est donc de résoudre I’équation

oT 0°T
Yt >0 et z > 0, E = K}ﬁ (21)
avec les conditions limites
T(z,t<0)=1T, T(z=0,t)=0. (2.2)

La premiere chose a remarquer est que ’équation (2.1) est linéaire en température et que 'on
peut se débarrasser de I’échelle de température en divisant 1’équation par Tj. La solution peut
donc s’écrire T' = T f(z,t), la fonction f étant sans dimension et satisfaisant

of _ of
(975_,{822'

On peut aller plus loin dans I’adimensionnement en remarquant que le probleme n’a pas de
dimension spatiale intrinseque et en conséquence pas de dimension temporelle intrinseque. Cela
signifie que la solution doit prendre une forme universelle, fonction d’une variable unique sans
dimension, appelée variable de similitude. Une autre fagon de formuler cet argument est que
la fonction f étant sans dimension elle ne peut dépendre que de variables sans dimension.
Le probleme dépend de deux variables indépendantes, z et ¢ et ne contient qu'un parametre
physique, x. Avec ces trois quantités, on ne peut former qu’une variable sans dimension, £ =
2/t et f(z,1) = f(£). L’équation que doit satisfaire f est alors

(2.3)

06 O (06
FO% =5 +n© (5) (2.4)
La définition de £ donne
o =& 06 1 9?¢
a0 e 92 (25)
et la fonction f doit satisfaire ’équation différentielle suivante
f1= =57 = F(O) = O P = f= FOWVTatS + 7(0). (2.6

ot 'on a introduit la fonction erreur définie par

2 /“” o
erfz = — e " du. 2.7
77 Jy 20

Les constantes d’intégrations f’(0) et f(0) sont déterminées en utilisant les conditions aux
limites. En z = 0, T = 0 et cela implique f(0) = 0. Pour tout z > 0, la valeur quand ¢ tend
vers 0 est Tj. Cette valeur correspond a la limite quand ¢ tend vers 'infini. Or

lim erfz =1, (2.8)

T—00
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ce qui implique que f’(0) = Ty/y/7. La solution s’écrit finalement

z
T =Tyerf . 2.9
verf o= (2.9)
Le flux de chaleur a la surface est obtenu en calculant la dérivée par rapport a z :
oT kTq
z2=0)=—-k—(2=0)=— , 2.10
oz =0)= kg (z=0)= - (210)

qui est bien stir négatif puisque 'axe des 2z a été orienté vers le bas. Remarquons que ce résultat,
hormis pour sa constante /7 aurait pu étre obtenu par simple analyse dimensionnelle. En effet,
la seule échelle de distance qui existe dans le probleme est 1’échelle diffusive v/t et le gradient
a la surface ne peut que s’écrire comme proportionnel & kT, /+v/kt. Si maintenant on s’intéresse
au flux a une profondeur d, la situation est différente puisque deux échelles de distance existent,
d et v/kt. On peut alors écrire que le flux de chaleur s’écrit comme

gz = —d) = —%FOG (\;%) (2.11)

et la forme exacte de la fonction G ne peut s’obtenir que par une résolution totale du probléme,
comme nous 'avons fait précédemment.

O 1w 2 3 4 5b 6 b Y

H T T T T T S Fahr per s feet T

1 <= = >

: 790° Fahr.
8
S, ,
A
DN

1

:

v
ax1.0

FIGURE 2.1 - Figure de Kelvin( :
) pour la température et le flux dans
ax1.5 la Terre.
R
ax2.0
o

ax2.5

X >

7000° Fahr.

L’expression (2.10), comparée a 'observation du flux géothermique a la surface, a permis a
Kelvin de calculer 'age de la Terre comme étant 100 Ma ( , ). (Donner des
détails des parameétres utilisés par Kelvin) On sait que ce résultat est incorrect et la raison
principale est la non prise en compte de la convection comme mode de transfert de chaleur
principal dans lintérieur de la Terre ( , : , ). Un modele conductif
qui modélise la convection a l’aide d’une conductivité plus importante en profondeur permet
d’ailleurs d’obtenir un age pour la Terre beaucoup plus raisonnable ( , ,C,a, ,
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). La méme observation a pu étre faite lors de I'exercice 1. Méme si le modele de Kelvin
pour le refroidissement de la Terre n’est pas correct, on verra que la solution donnée par
I'équation (2.9) reste une trés bonne approximation pour la température dans la lithosphere
océanique.

La technique appliquée ici utilise en fait un théoréeme important, le théoreme II, qui permet de
réduire le nombre de parametres indépendants aux parametres sans dimension du probléeme.
Nous n’avons pas ici exposé en détail les méthodes de ’analyse dimensionnelle, qui est un outil
tres puissant comme on a pu le voir dans cet exemple, et un exposé de cette approche peut étre
trouvé dans le livre de ( ).

2.3 L’age de la Terre selon Perry

( ,¢,a), ancien étudiant de Kelvin, propose une modification de son modele et montre
que 'on peut ainsi obtenir un age pour la Terre beaucoup plus important. Le principe est
similaire a celui proposé dans l'exercice ??7 du chapitre précédent et repose sur 'idée d’une
diffusion plus efficace en profondeur que celle utilisée dans le modele de Kelvin. L’obtention
d’une solution a la diffusion dans un espace infini composite est relativement simple en utilisant
les transformées de Laplace mais suivons plutot ici la méthode de Perry, tres subtile.

Considérons un semi—espace infini, homogene, ayant une conductivité thermique ki, une diffu-
sivité thermique k1, initialement a la température 7 est dont la surface supérieure z = 0 est
maintenue a température nulle. La solution a ce probleme a été obtenue juste au dessus et selon
I'équation (2.9) en remplacant les parametres par ceux du présent probleme. Pour un temps
court ou une profondeur faible z < z;, cette solution peut étre linéarisée en

TDZ
RV 7T/€1t’

Considérons maintenant un autre semi-espace infini ayant une conductivité thermique ks, etc,
au méme temps que le précédent. On peut choisir 25 tel que la température et le flux de chaleur
a la profondeur z; du milieu 1 égalent la température et le flux de chaleur du milieux 2 a la
profondeur z;. Pour cela, en utilisant la forme linéarisé de la solution (eq. (2.12)), il suffit de
choisir

T —

pour 2z < 2. (2.12)

ZlTl . ZQTQ
NN
W T (2.13)

la premiere de ces équations permettant d’obtenir I’'égalité de température et la seconde 1’égalité
de flux, pour tout temps, tant que ’approximation linéaire est correcte. Une condition nécessaire
qui découle des deux précédente est que

k z VR

e L (2.14)

kg 29 N \/ﬁng N

Considérons maintenant un milieu composite dans lequel la partie supérieure [0, z5] du second
milieu au sommet de la partie inférieure [z1, +oo[ du premier. On laisse refroidir ce systéme
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et on peut se rendre compte que la fonction fabriquée en superposant les parties des deux
solutions discutées précédemment est la bonne solution. En effet, chaque fonction est solution
de la diffusion dans son domaine. Par ailleurs, la continuité de la température et du flux en
z = 29 est assurée par construction. Et les conditions aux limites sont satisfaites.

Le gradient de température a la surface, c’est a dire celui qui est accessible a la mesure, est

L _ . T

G pu—
\/7T/€2t \/7T/£1t

(2.15)

On voit ainsi que si la conductivité thermique est N plus grande en profondeur qu’a la surface,
le gradient a la surface est N fois plus grand que celui qui prévaut juste sous la discontinuité,
ceci afin de conserver I'énergie.

Appliquons maintenant cette idée au modele de Kelvin. La mesure du gradient géothermique
et des propriétés physique des roches en surface étant inchangées, Kelvin obtient pour ’age de
la Terre

Ty
tr = ——. 2.16
K kG2 ( )

Considérons maintenant un autre semi-espace infini, avec un gradient n fois plus faible a la
surface et une diffusivité thermique m fois plus forte. Le temps correspondant est donc

y n® Tg
m G2’

(2.17)

c’est & dire n?/m fois la valeur de Kelvin. Mais bien sir le gradient & la surface n’est pas
correct. Pour corriger cela, on remplace une couche fine a la surface par une couche ayant la
diffusivité de Kelvin et le gradient de Kelvin. Il suffit de bien choisir les rapports de conductivité
et d’épaisseur pour la continuité du flux soit satisfaite. En prenant n ~ m, on peut obtenir
I’age désiré. Perry propose un facteur 56, soit un age de 5.6 milliard d’années! Pour justifier
une diffusivité plus grande en profondeur, Perry évoque la pression plus grande ou la convection
d’un fluide interstitiel.

2.4 Séries de Fourier

Une autre méthode classique pour obtenir des solutions de I’équation de la diffusion est d’utiliser
un développement en série de Fourier. Rien d’étonnant a cela puisque Fourier a laissé son nom
dans ces deux domaines.
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2.5 Transformée de Laplace : I’age de la Terre selon Hea-
viside

2.6 Solutions approchées par la méthode intégrale

Lorsqu'une solution ne peut étre trouvé par aucune des méthodes exposées ci-dessus, on a
souvent recours a une résolution numérique. Ces méthodes ne seront pas décrites ici mais on
peut s’en inspirer pour déterminer des solutions approchées qui permettent souvent d’obtenir
le comportement correct de la solution exacte. De maniere générale, une solution numérique
est obtenue en écrivant la solution comme un développement sur un ensemble de fonctions sur
lesquelles on peut travailler facilement. Par exemple, on peut développer la fonction recherchée
sur un ensemble fini de modes de Fourier et on sait que lorsque 'on augmente le nombre de
modes considérés, la solution partielle va converger vers la solution complete. On peut aussi
choisir de décomposer ’espace en domaines qui vont étre les support de polynomes sur lesquels
on développe la solution. Cela donne lieu a la méthode des éléments finis. La solution étant
développée sur I'ensemble de fonction choisit, on écrit une version approchée des équations de
conservation pour ce développement et cela conduit a résoudre un systeme d’équations pour les
coefficients du développement. La qualité du développement et la rapidité de convergence vers la
solution exacte dépend du choix des fonctions pour le développement et leur qualité intrinseque
pour représenter le phénomene considéré. On a vu plus haut par exemple que le choix d’une
solution sous forme d’un développement de Fourier était peu approprié aux temps courts lorsque
le probleme présente une discontinuité entre la condition initiale et les conditions limites. Par
contre, un développement en fonctions erreur est indiqué dans ce cas la. Nous allons ici proposer
une approche de simplification extréme qui permet d’obtenir des solutions approchées ayant
le bon comportement. La réussite de cette approche dépend de deux ingrédients : une bonne
intuition concernant la forme de la solution exacte et ’écriture des équation de bilan a 1’échelle
globale.

Pour étre plus spécifique, considérons un exemple. Le modele de refroidissement de la Terre
de Kelvin peut étre traité de maniere approché par une telle méthode. On considere un demi-
espace infini, initialement a la température Ty, dont la température est maintenue a 1" = 0 pour
tout t > 0. Un front froid se propage depuis la surface vers la profondeur et on peut modéliser
le géotherme par une partie linéaire proche de la surface et une température constante égale a
Ty au dela (fig. 77?). L’épaisseur de la partie linéaire est notée § et on s’attache a trouver son
évolution temporelle.

Entre la situation initiale et la situation au temps ¢, la température a baissé de AT(z), z étant
la profondeur, ce qui correspond a ’extraction d’une énergie par unité de surface

o 1
AFE, = / pC,AT (2)dz = §pCpTo5, (2.18)
0

ou l'on a supposé que la densité p et la capacité calorifique C), étaient constantes. L’intégrale
est simplement I’aire du triangle entre la température initiale et la température au temps ¢.

L’extraction de cette énergie se produit par la surface supérieure, puisque le flux vers le bas est
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nul. A chaque instant 7, le flux & la surface est

Ty
=k——r 2.19
q(1) = ks &l (2.19)
et la conservation de I'énergie stipule que
t dAFE,
AE, = / q(7)dr = = q(1). (2.20)
0 dt
Ceci donne donc une équation différentielle pour 0 :
56 =2kt =  §=2Vnt. (2.21)
Le gradient de température a la surface décroit donc avec le temps comme
T
0 (2.22)

G = ,
2V Kt

qui est assez proche du résultat exact (eq. 2.10) (aussi proche que /7 est proche de 2). Une
telle approche ne permet pas de faire des prédictions quantitatives tres précises mais permet
d’obtenir un comportement. Cela peut aider a interpréter des résultats plus complets obtenus
par exemple par modélisation numérique. Plus loin, nous utiliserons une approche similaire
pour construire un modele de convection thermique d’amplitude finie.

Exercise 3 Cet exercice a pour objectif d’explorer le modele de Perry pour le refroidissement
de la Terre et d’en trouver une solution approchée par la méthode intégrale. Perry a apporté
une modification au modele de Kelvin en considérant que la conductivité thermique k utilisée
par ce dernier est celles des roches de surface et que la matiere dans la Terre profonde (en
dessous d’une peau fine d’épaisseur J) a une conductivité thermique égale & Nk. Pour simplifier
I'obtention d’une solution, nous allons supposer que la température varie avec la profondeur
comme une fonction linéaire par morceaux. Plus précisément, on suppose que la solution a la
forme suivante (z étant la profondeur) :

2T (1) siz<9d
T(z) = S Ti(t) + 5% (To — Th(t)) sid <z <d(t) (2.23)
T si z > d(t)

Ty étant la température initiale de la Terre (uniforme), et d(t) et 77 (t) devant étre déterminés.

1. Représenter schématiquement le profil de température dans la Terre selon ce modele.

2. Quelles sont les conditions qui doivent étre satisfaites a la limite z = 6 7 En déduire une
relation entre les variables du probleme.

3. Ecrire le bilan de chaleur de la Terre intégré entre le temps 0 et le temps t. En déduire
une relation supplémentaire.

4. Pour résoudre le probleme, on fait une hypothese supplémentaire : on suppose que la peau
peu conductrice de chaleur est infiniment fine, soit 6 << d/N. En déduire des relations
simplifiées entre T} et d et en déterminer les expressions.

5. Quel est ’age de la Terre selon ce modele ? Comparer a celui de Kelvin et discuter de la
pertinence de ce modele.

2.7 Solutions aux exercices
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Chapitre 3

Déformation, contraintes et rhéologie

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, on a vu comment le flux de chaleur était relié, de facon empirique,
au gradient de température par la loi de Fourier. Le méme type d’approche s’applique a la
relation entre contraintes et déformations, la relation entre les deux étant appelée rhéologie.
Comme dans le cas de la Loi de Fourier, la rhéologie est une relation phénoménologique et pas
une relation fondamentale de la physique comme le sont les équations de conservation qui feront
I'objet du chapitre suivant. Le probleme est cependant plus complexe que dans le cas de la loi
de Fourier qui s’applique remarquablement bien dans la plupart des situations rencontrées.
La rhéologie, quant a elle, est non seulement plus complexe du fait d'un ordre tensoriel plus
élevé, mais également parce que de nombreux fluides rencontrés dans la nature, notamment en
géophysique de la Terre solide, s’écartent considérablement de la relation la plus simple que
I’on puisse faire, a savoir la rhéologie linéaire appelée rhéologie newtonienne.

3.2 Approche unidimensionnelle

Pour introduire la discussion, commencgons par un cas unidimensionnel simple, analogue du
cas de la diffusion dans un mur discuté au chapitre précédent. Nous allons ainsi introduire
une premiere rhéologie simple et écrire une équation de conservation simple. Cela permettra
d’identifier les étapes de I’analyse d’un probleme de dynamique des fluides.

\Y

v

FIGURE 3.1 — Ecoulement de Couette station-
i mnaire. La vitesse de la plaque inférieure (2 = 0)
- i ¢ est nulle alors que celle de la plaque supérieure

\
X
L=

A 4

(z = d) est VX. En état stationnaire la vitesse
du fluide est u = xVz/d.

q
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Considérons une couche de fluide horizontale (fig. 3.1), comprise entre deux plaques en z = 0 et
en z = d, infiniment étendue dans la direction horizontale. On suppose que la plaque du bas est
immobile et que celle du haut se déplace dans la direction X a la vitesse V stationnaire. Cette
écoulement s’appelle écoulement de Couette, du nom du physicien Maurice Couette (1858-
1943). En supposant I’absence de glissement entre le fluide et les deux plaques, ce qui est une
bonne hypothese pour un fluide visqueux, la vitesse du fluide doit étre égale a celle des plaques
sur les bords. On introduit ainsi les conditions limites que doit satisfaire le probleme :

u=0, z2=0, (3.1)

u=Vx, z=d.

Considérons d’abord le systeme en état stationnaire, ce qui implique, comme on le verra plus
bas, que la vitesse dans le fluide varie linéairement avec z, soit

z

Uy = dV. (3.3)
Pour maintenir ce mouvement il faut fournir un travail pour déformer le fluide qui résiste. La
caractérisation de cette résistance est justement I’étude de la rhéologie du fluide. On doit donc
appliquer une force sur la plaque supérieure pour la maintenir en mouvement. Cette force est
d’autant plus importante que la surface est grande et est proportionnelle a celle-ci. La quantité
pertinente est donc la force par unité de surface, quantité appelée contrainte. Cette contrainte,
en état stationnaire, est équilibrée par la résistance du fluide a la déformation, qui est quantifiée
par le gradient de vitesse. En effet, une vitesse uniforme correspond a un déplacement en bloc
du fluide, sans déformation, alors que dans le cas étudié ici, il existe un gradient dans la vitesse
horizontale qui correspond a une déformation du fluide a une certaine vitesse. L’hypothese la
plus simple que 'on puisse est que pour une vitesse de déformation donnée V/d, la contrainte
F/A & appliquer (F étant la force et A 'aire considérée) lui est reliée linéairement :

F V

— 4

ot 'on a introduit un coefficient, n appelé viscosité dynamique. La contrainte est une force par
unité de surface, comme la pression qui est un cas particulier de contrainte (nous y reviendrons),
et a donc pour unité le Pascal, Pa = N m™2. La vitesse de déformation, V/d, a pour unité la
s7! et la viscosité dynamique a donc pour unité le Pa s.

v > FIGuURE 3.2 - Mise en route de

— I’écoulement de Couette. La vitesse

? S’ de la plaque inférieure (z = 0) est nulle

Hy ; alors que celle de la plaque supérieure

v + d (z = d) est Vx. La partie supérieure se

z | met en mouvement d’abord la quantité se
X | ﬁ transmet de proche jusqu’a atteindre la

plaque inférieure.

L’équation (3.4) n’est valide qu'une fois 1’état stationnaire atteint. Que se passe-t-il avant d’y
arriver 7 Des que 'on met en mouvement la plaque supérieure, la condition de non—glissement
(eq.(3.2)) doit étre satisfaite et le fluide preés du bord prend la vitesse de la plaque, le reste
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du fluide sous-jacent étant encore au repos. Cela signifie que le fluide est tres rapidement
déformé et, la viscosité agit pour transférer la quantité de mouvement vers le bas, de proche en
proche (fig.3.2). Clairement, I’équation (3.4) n’est plus la bonne pour déterminer la contrainte
nécessaire pour maintenir ce mouvement. Par contre, si I’on considere la tranche de fluide entre
d— 9 et d, d’épaisseur ¢ suffisamment faible pour que le profil de vitesse puisse y étre considéré
comme linéaire, une équation de la méme forme peut étre écrite. En d’autre terme, la contrainte
est reliée linéairement a 0,u,.

Avant d’expliciter cette relation, in convient de stabiliser les notations pour la contrainte. On
voit que celle-ci est appliquée sur une surface horizontale, c’est a dire perpendiculaire a la
direction z et doit étre appliquée dans la direction X. On notera donc cette contrainte o,,. La
relation entre cette contrainte et la vitesse de déformation du fluide s’écrit maintenant

Oou,
0z

Cette loi rhéologique est appelée rhéologie Newtonienne. C’est la plus simple que I'on puisse
faire et on verra plus loin comment la généraliser.

(3.5)

Ogzz = 1)

Ecrivons maintenant le bilan de la quantité de mouvement pour une tranche de fluide comprise
entre z et z + dz. La loi de Newton de conservation de la quantité de mouvement nous dit que
la variation de la quantité de mouvement contenue dans cette tranche est égale a la somme des
forces appliquées. Dans le cas d’une région fluide il convient également prendre en compte le
transport de la quantité de mouvement par I’écoulement lui-méme, mais dans le cas présent,
I’écoulement étant horizontal, il n’induit ni gain ni perte de quantité de mouvement pour la
tranche de fluide considérée, puisqu’elle est horizontale et d’extension infinie. La loi de Newton
est vectorielle mais seule sa composante selon X est intéressante dans le cas présent. La force
de gravité n’intervient donc pas et seules les contraintes visqueuses sur les bords horizontaux
mettent le fluide en mouvement. La tranche considérée est infinie horizontalement mais on peut
I’écrire pour une unité de surface. s’écrit par unité de surface horizontale :

%(puxéz) = 04(2+02) — 04.(2). (3.6)
Pour comprendre la différence de signe entre les deux termes du membre de droite, il faut se
rappeler que les surfaces sont orientée, de I'intérieur de la zone considérée vers ’extérieur. Donc,
en z + 0z, la surface est orientée dans le sens de Z alors qu’en z, elle est orientée dans le sens
de —2z. Evidemment, on divise cette équation par 0z que l'on fait tendre vers 0 pour obtenir la
forme locale de 1’équation de conservation :

0 00,. 0 ou,,
o) = 2= = 2 (152)). (37)

En supposant maintenant que p et n sont constants, on peut écrire cette équation sous la forme

ou, ﬂéﬂu;p
ot p 022"

(3.8)

On voit alors que la vitesse u, est solution d’une équation de diffusion avec pour diffusivité
v = 1n/p, qui est appelé viscosité cinématique. Cela montre que les résultats obtenus pour la
température peuvent étre transposés au cas de la quantité de mouvement.
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Ce premier exemple nous a permis de mettre en évidence plusieurs points qu’il s’agit maintenant
d’explorer completement. D’abord, la déformation du fluide est mesurée par le gradient du
champ de vitesse et que I'on peut chercher une relation linéaire entre celui-ci et le tenseur des
contraintes.

Exercise 4 Considérons un écoulement de lave dans un conduit volcanique vertical que nous
supposerons parfaitement cylindrique (rayon R). Comment s’écrit la loi de conservation de
la quantité de mouvement dans la direction Z? (Pour la résoudre, il faudra écrire une loi
rhéologique plus générale que celle déja écrite).

3.3 Vitesse de déformation

Supposons maintenant que 1’on puisse se déplacer dans le champ de vitesse pour le mesurer en
différents points, sans le perturber. Pour étre pratique, cela est réalisable dans une expérience
de laboratoire en utilisant une sonde doppler. Donc, supposons que l'on déplace la position
du point ou I'on mesure la vitesse du fluide, selon une trajectoire r(t). Le champ de vitesse
est stationnaire mais non—uniforme. Donc, lorsque la sonde se déplace, elle mesure des vitesses
variables. Plus précisément, la composante selon X de la vitesse, u,, varie selon 1’équation :

du, dr Ou, dr  Ou,dy Ou,dz
dt dt Or dt Oy dt 0z dt

(3.9)

Une équation similaire peut étre écrite pour les autres composantes et la variation du vecteur
complete peut finalement s’écrire

Ju Optty  Oyuy 0 Uy dix Ir
o Opty Oyuy Ouy | - | diy | = G-E. (3.10)
Opu, Oyu, O,u, diz

G est un tenseur d’ordre (ou rang) 2 et est représenté en tout point de I’espace par une matrice
3 x 3 (ou 2 x 2 en 2D) dont les valeurs varient avec la position. Ce tenseur s’appelle tenseur
gradient de vitesse. ou tenseur des vitesses de déformation’. Dans le cas d’une vitesse uniforme
et donc sans déformation, on voit que ce tenseur est nul.

Remarquons que ’on peut le décomposer en une partie symétrique et une partie anti-symétrique :

ou; 1 [0u; Ou; 1 [0u; Ou;
Gy = — == L J - S 3.11
T Oy 2 ((%Uj * 8@) * 2 ((%vj 8:@) (8:11)
On note e;; = (0ju; + d;u;)/2 la partie symétrique du gradient de vitesses et w;; = (0;u; —

O;u;)/2 sa partie anti-symétrique. Pour visualiser la signification de chaque partie, nous allons
considérer une situation bi-dimensionnelle. Considérons pour cela deux points suffisamment

1. Notons que dans la littérature anglo-saxonne, ce tenseur est appelé strain rate tensor que l'on traduit
souvent tenseur des taux de déformation en hydrodynamique (voir par exemple , ). Cette
dénomination est ambigué et nous préférerons celles données dans le texte principal.
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proches, A et B, et leurs positions A’ et B’ apres un temps 0t. La déformation peut étre
quantifiée par la différence vectorielle suivante :

A'B'— AB=A'A+AB+BB — AB = BB’ — AA’ = [u(B) — u(4)] &t. (3.12)

Si I'on considére des points initialement proches, c’est & dire AB = (dx, dy)T, le vecteur entre
crochets dans le membre de droite de I’équation (3.12) peut étre exprimé comme développement
au premier ordre en dx et dy :

A'B' — AB ~ [9,udx + d,udy] it.
En introduisant les deux composantes de la vitesse, u = u,X + u,¥, on obtient
A'B' — AB =~ [(O,u,0x + Oyu,0y) X + (Oyu,0y + Oyu,dx) y) ot = G - ABOt (3.13)

et on retrouve les composantes du tenseur gradient de vitesse.

Cas particulier n°1 : d,u, = d,u, = 0 (pas de terme hors diagonale). Sil'on considere
un rectangle dont les cotés sont alignés avec les axes du repere (fig. 3.3), on peut facilement
calculer I’évolution de ces cotés. Ainsi, I'application de 1'équation (3.13) avec AB = (dx,0)7
donne

A'B' — AB ~ 0,u,0z0tX,

c’est a dire qu'un vecteur aligné avec I’axe X ne subit pas de rotation. On peut vérifier aisément
qu’il en est de méme pour le vecteur AC et que 'on peut donc généraliser : un écoulement
caractérisé par un gradient de vitesse sans terme hors de la diagonale ne produit aucune rotation.

FI1GURE 3.3 — Déformation dans le cas ou le tenseur gradient de vitesse ne contient des termes

non-nuls que sur la diagonale. Les traits discontinus représentent 1’évolution pendant le temps
ot

Considérons maintenant la variation de longueur des cotés du rectangle :

0(AB)  Oyugdxdt
AR~ s Oewedl

= 0y, 0t,
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et la variation relative de la surface s’écrit

65 _ 8(AB) | §(AC)
S~ AB AC

= (Opuy + Oyuy)dt = V - udt.

Ce résultat peut facilement étre étendu au cas tridimensionnel et on voit ainsi que la trace du
tenseur G, qui n’est autre que la divergence du vecteur vitesse, mesure la vitesse d’expansion
ou de contraction relative dans un écoulement de fluide.

Iy
—Z Jyot
ay y

FiGURE 3.4 — Déformation dans le
cas ou le tenseur gradient de vitesse
contient des termes non—nuls unique-

: X
y : X ment hors de la diagonale.
‘_x,

A B

Cas particulier n° 2 : d,u, = dyu, = 0 (pas de terme diagonaux). En partant du méme
rectangle initial que précédemment, on voit maintenant que

A'B' — AB ~ 0,u,0x0ty,

ce qui signifie que 'on a ajouté au vecteur selon X une composante selon y, c’est a dire qu’il a
subit une rotation, d’un angle da.
En supposant que I'angle da est petit, soit tan dar ~ dar, on estime cet angle a

da = Oyuyot.

De méme, en considérant le coté AC = (0, 0y)”, on trouve qu’il tourne d'un angle 3 = —d,u,.0t
et on peut calculer la variation de l’angle ~y, initialement égal & /2, entre AB et AC :

oy  da—08 _ L
E = —T = (&Buy + 3yu$) = 26$y.

On fait ainsi apparaitre les termes non—diagonaux de la partie symétrique du gradient de
vitesse, qui peuvent étre ainsi associés a la vitesse de cisaillement du fluide. En I’absence de
termes diagonaux, comme on le suppose ici, il n’y a pas de changement de volume (puisque
celui-ci est quantifié par la divergence de la vitesse) et on a affaire a un cisaillement pur.

Analyse des termes anti—symétriques. On suppose ici que la composante symétrique
est nulle pour isoler la signification de la partie anti-symétrique. En particulier, les termes
diagonaux sont nuls et leur somme, la divergence de la vitesse, l'est également. On a déja vu
que les deux cotés du rectangle de départ subissaient une rotation, avec les angles da = 9,0t
et 08 = —0,u,0t. Or, puisque e,y = 0 = (dyu, + Oyuy)/2, on voit que dov = 05 (fig. 3.5).
Autrement dit, I'angle de rotation est indépendant de la direction initiale : on a affaire a une
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C
FIGURE 3.5 — Evolution dans le cas ot
le tenseur gradient de vitesse est anti-
y symétrique.
X
A B
rotation pure ou rotation solide.
La vitesse angulaire de cette rotation est
Yol 1
5 Oyt = 5(8xuy — Oyly) = Wyy.
Remarquons que wy, = —(V xu),/2 et bien sir w,, = (V x u),/2. Le vecteur d = V X u est

appelé vorticité de I’écoulement et est relié a la rotation du fluide sur lui méme. La vitesse de
rotation instantanée est caractérisée par le vecteur tourbillon Q = V x u/2.

L’utilisation du méme symbole pour noter la vorticité et la partie anti-symétrique du tenseur
gradient de vitesse ne fait que refléter leur signification trés proche, au facteur 1/2 et a U'ordre
tensoriel pres. On relie ces deux objets par

1
Wg = —§€ijkwij, (314)

ol le tenseur d’ordre 3, €;;i, est appelé symbole de Levi-Civita a été introduit. Il vaut zéro si
deux de ses indices sont égaux, vaux 1 s’ils sont une permutation directe de (1,2, 3) et —1 dans
le cas d’'une permutation indirecte, comme par exemple (1,3, 2).

Résumé et conclusion. Le gradient de vitesse peut étre décomposé en trois parties ayant
chacune une interprétation claire :

1
Gij = Gij —l—wij = tij + dij +wij, avec tz’j = §V . uéij et dij = eij — tz’j‘ (315)

t;; est le tenseur qui quantifie les changements isotropes” de volume, d;; le reste de la partie
symétrique, qui quantifie le cisaillement sans changement de volume et w;; qui quantifie la
rotation pure. Dans le cas ou tout changement de volume est interdit (fluide incompressible),
la trace Gj; = t;; = V-u=0.

2. C’est a dire indépendant de la direction
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3.4 Contraintes dans un fluide

On a définit plus haut (§ 3.2) une contrainte avec deux indice, un correspondant a la direction
dans laquelle elle s’exerce et l'autre correspondant a la direction normale a la surface sur
laquelle elle s’exerce. Il s’agit ici de généraliser cette définition. Ainsi, en considérant un élément
de surface dans le plan (§,2), c’est a dire normal a la direction X, trois contraintes peuvent
s’exercer, dans les trois direction de l'espace : 0., dans la direction 2z, o,, dans la direction
¥y et 0., dans la direction X. De méme pour une surface orientée dans la direction ¥ ou 2z,
ce qui définit neuf coefficients différents au tenseur des contraintes. Nous allons ici étudier les
propriétés de ce tenseur.

Dans un premier temps, les composantes du tenseur ont été définies par rapport a des éléments
de surface particulier, orientés perpendiculairement aux vecteurs de la base X, ¥,Zz. Comment
en déduire la contrainte exercée sur un élément de surface quelconque, S = §Sti? Sans perte
de généralité, la force totale 6f exercée sur la surface, proportionnelle a son aire 45, a trois
composante et s’écrit

O0f =65 (0unX + 0yny + 0202) . (3.16)
Il s’agit maintenant de déterminer les trois composantes o, en fonctions du tenseur o;;.

y A

dy! 4n

FIGURE 3.6 — Tétraedre formé de I'élément de surface §S et de ses projections sur les plans de
la base (gauche) et sa projection dans le plan (X,¥) (droite).

Nous allons écrire le bilan des forces appliquées sur le tétraedre formé par 1’élément de surface
dS et ses projections sur les trois plans de la base (fig.3.6). Dans la direction X s’exercent o,,05%
et trois autres forces, sur les trois autres faces du tétraedre. Prenons, pour commencer, le cas
de la face perpendiculaire & §. La contrainte concernée est, par définition, o,,, mais la surface
étant orientée vers l'extérieur du tétraedre, est orientée dans la direction —y. La contribution
de cette contrainte apparaitra donc en négatif. Cette face est la projection de 1’élément de
surface dS sur le plan (X, 2Z) et son aire est donc simplement §S - § = 6Sn, (fig.3.6). Donc la
force résultante sur la face perpendiculaire a § est —o,,n,0S. De méme, on obtient —o,,n,05
et —o,.n.0S sur les faces perpendiculaires a X et Z, respectivement.
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En plus des forces de surface considérées ci-dessus, le systeme peut étre soumis a une force de
volume féV', comme la gravité, et le bilan de la quantité de mouvement sur notre petit volume
s’écrit donc, dans la direction X

% (puy) OV = [0V + (0w — Opay — Ogyny — 0z21;) 0, (3.17)
et des équations similaires dans les direction ¥ et z. Comme souvent, nous allons faire tendre
les longueurs vers 0 et voir ce qu’il se passe. Pour éviter que les directions ne changent, nous
faisons tendre la longueur des arrétes du tétraedre vers 0 a la méme vitesse ou, autrement
dit, ’élément de volume tend vers une taille nulle de maniere homothétique. On peut diviser
I'équation (3.17) par §S pour obtenir

{ d (pu:v) - fx:| (;_‘g = Ogn — OggNg — OgyTly — Og2T05. (318)

dt
Clairement, le volume tend vers 0 plus rapidement que la surface et on en déduit que

Oan = OgaNy + OpyNy + O21. (3.19)

Le méme travail peut étre effectué pour les forces dans les direction § et Z et on en déduit
simplement que

on= |0y oy 0y ny (3.20)

ou l'on a utilisé la notation classique d’un produit matriciel. Il est important de réaliser ce-
pendant que o n’est pas une matrice mais un tenseur, le tenseur des contraintes. Montrons

y A
A Oyz

0;}/,' / ! /{’zy

v

dy

Az FIGURE 3.7 — Volume élémentaire sur lequel
/ y3 faire le bilan des moments pour démontrer la
symétrie du tenseur des contraintes.

maintenant que le tenseur des contraintes est symétrique. Pour ce faire, nous allons écrire le
bilan des moments cinétiques sur une volume élémentaire, comme représenté sur la figure 3.7,
centré au point de coordonnées (x,y, z). Considérons le moment des forces appliquées sur le
volume par rapport a ’axe X passant en son centre, le cas des autres axes étant traité de la
méme fagon. Parmi les forces de surface appliquées, toutes ne contribuent pas au moment to-
tal, comme toutes les forces appliquées dans la direction X. Par ailleurs, les forces tangentes
appliquées sur les faces perpendiculaires a X ont une résultante qui passe par ’axe de rotation
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considéré et ne contribuent donc pas au moment. Il ne reste a considérer que o, et 0, appliqués
sur les faces perpendiculaires a z et ¥, respectivement.

Considérons d’abord la face perpendiculaire a z située en z + dz. Le vecteur surface est 6S =
dxoyz et la force a considérer est donc 6f = o, (x,y, 2z + 02/2)0xdyy. Si 0,. > 0 cette force a
tendance a faire tourner le cube dans le sens indirect par rapport a 'axe X. La contribution au
moment total sera donc opposée au signe de 0,,. La longueur du bras de levier est 6z/2 et la
contribution est donc —o,.(x,y, 2z + 02/2)6xdydz/2. Considérons maintenant la face opposée,
en z —0z/2. Le vecteur normal est maintenant —8S = 0zdyz et la force est 6f = —oy.(z,y, 2 —
0z/2)dxdyy. On voit donc que si la contrainte est de méme signe, la force est de sens opposée a
celle considérée précédemment. Par contre, comme elle est appliquée sur une face qui se trouve
de Tautre coté de I'axe, la contribution au moment est de méme signe et vaut —o,,(z,y, 2z —

02/2)0xdydz/2.

Considérons a présent les deux forces selon Z appliquées sur les faces perpendiculaires a ¥. La
méme analyse que précédemment permet de voir que sur la face en y + dy/2, la contribution
au moment total est du méme signe que o, et vaut o, (z,y + 0y/2, 2)dxdydz/2. De méme en
y — dy/2 on obtient o,,(x,y — dy/2, 2)dxdydz/2 si bien que la résultante du moment autour de
I’axe X s’écrit
Oy, y — 0y /2, 2) + 04y (2,y + 0y /2, 2)
2
oy (T,y,2 —062/2) + 0y (x,y,2 + 62/2)
2 )

I, =46V

(3.21)

avec 0V = dxdydz. Par la suite nous allons faire tendre le volume vers 0 et cette expression va
donc tendre vers

I, =0V (0, —0y.). (3.22)

Ecrivons maintenant le bilan des moments pour notre volume élémentaire, dont le moment
d’inertie autour de 'axe X est noté 61, :

avec (), la vitesse angulaire autour de 'axe X passant par le centre de notre volume. Aucune
force de volume n’est considérée ici puisque son point d’application est sur I'axe et n’exerce
donc aucun moment. Le moment d’inertie I, d’'un objet par rapport a ’axe X est définit comme

I, = / % x OM||*pdV, (3.24)
\4

O étant un point sur I'axe et M le point courant dans le calcul de 'intégrale. Dans le cas de
notre volume élémentaire, il n’est pas nécessaire de faire un calcul explicit pour pouvoir affirmer
que le moment d’inertie qui nous intéresse s’écrit 01, = a(dy? + §2%)pdV, a étant un nombre
sans dimension caractérisant la forme de notre volume. Le bilan du moment angulaire (3.23)
s’écrit donc apres simplification par le volume

dS2,
a(0y® + 62%)p o = O Oy (3.25)
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En faisant tendre vers 0 la taille du volume considéré, on voit que le terme de gauche tend vers
0, ce qui implique o,, = 0,,. La méme démonstration peut étre faite pour la rotation autour
des autres axes et cela démontre que le tenseur des contraintes est symétrique.

3.5 Rhéologie newtonienne

On a déja introduit la rhéologie newtonienne dans le cas uni-dimensionnel (eq.3.5) et il s’agit
maintenant d’établir le cas général d’une rhéologie linéaire reliant le tenseur des contraintes
au tenseur des gradients de vitesse. On a vu (§ 3.3) que ce dernier pouvait étre décomposé en
une partie anti-symétrique, w;; et une partie symétrique, e;;. Le tenseur w est associé a une
rotation d’ensemble et pas a une déformation. Il ne doit donc pas intervenir dans la rhéologie.
Une autre fagon de le voir concerne la symétrie des tenseurs : le tenseur des contraintes est
symétrique et on ne peut donc le relier linéairement & un tenseur anti-symétrique. On cherche
donc une relation linéaire entre o;; et e;;.

Le tenseur des contraintes que l'on a définit contient les contributions de toutes les forces
de surface. Or, on connaissait avant une force de surface, la pression, qui semblait beaucoup
plus simple mais qui doit contribuer au tenseur total que 'on vient de définir. Ce qui rend la
pression plus simple, c’est qu’elle s’applique de la méme maniere dans toutes les direction. En
effet, pour tout élément de surface S, la force de pression est simplement —pdS. Autrement
dit, la force s’applique perpendiculairement a la surface, indépendamment de la direction de
celle-ci. 1l s’agit donc d’'une contrainte isotrope et un scalaire est suffisant pour la caractériser.
Cependant, on peut ’écrire a 'aide d’un tenseur d’ordre 2, —pd, d étant le tenseur identité
(symbole de Kronecker).

On serait tenté de dire que la pression p est la partie isotrope du tenseur des contraintes, mais
cette définition ne coincide pas forcément a la définition thermodynamique de la pression. Nous
allons donc noter p la pression moyenne, alors que p est la pression thermodynamique. La
pression moyenne est simplement définie comme la partie isotrope du tenseur des contraintes,
au signe pres :

5= —%. (3.26)

Le choix de la convention de signe permet d’étre compatible avec la pression thermodynamique
qui, pour un fluide contenu dans une surface orientée, par convention, vers l'extérieur, s’exerce
vers l'intérieur. Le reste de la contrainte est appelé contrainte déviatorique, T :

o=-Dp0+T. (3.27)

Stokes (1845) propose d’introduire la pression thermodynamique dans le tenseur des contraintes,
le reste étant une fonction du tenseur des vitesses de déformation :

o =—pd+Fe). (3.28)
Pour une rhéologie Newtonienne, la fonction F est linéaire :

0ij = —D0ij + CijkiChi, (3.29)
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qui est la forme générale de la rhéologie Newtonienne anisotrope. Le tenseur d’ordre 4 ¢ com-
porte 81 coefficients mais la symétrie de o et de e implique la symétrie de c¢;;p; vis a vis des
échanges i <+ j et k < [, ce qui réduit le nombre de coefficients indépendants a 36. Le manteau
terrestre, qui est un solide cristallin, a sans doute une viscosité anisotrope (e.g. , ),
mais nous ne poursuivrons pas plus avant ’étude de cette rhéologie générale. Dans le cas iso-
trope, pertinent pour la plupart des liquides et généralement utilisé en dynamique des fluides,
le tenseur c s’exprime comme :

Cijkt = A0ijOr + 1 (Oirdj1 + dadj,) - (3.30)
On obtient alors une relation rhéologique isotrope
Oi5 = —péij -+ )\ekk&-j + 27761']'. (331)

On peut exprimer une relation entre les partie déviatoriques des deux tenseur de contraintes
(T) et vitesses de déformation (d)

2
75 = (D — p)dij + (A + 577) exk0ij + 2nd;;. (3.32)

Par construction, les traces des tenseurs 7 et d sont nulles et, si I’'on considere la trace de cette
équation, on trouve

P-p)+ (A + gn) exk =0 (3.33)

et les deux premiers termes de droite dans I’équation (3.32) sont nuls. On a donc deux équations
rhéologiques indépendantes pour la partie déviatorique et la partie isotrope :

8ui 811,]‘
2
p=p— <)\ + gn) V-u. (3.35)

n est, comme définie précédemment, la viscosité dynamique et ¢ = A+ 2n/3 est appelé viscosité
seconde, ou en anglais bulk viscosity. Elle exprime une résistance visqueuse au changement de
volume. On voit donc qu’en général, la pression moyenne du fluide, qui est la partie isotrope
du tenseur des contrainte, differe de la pression dynamique, du fait de la résistance visqueuse
du fluide a un changement de volume. Dans le cas ou le fluide est incompressible, V-u = 0, ce
qui implique que la pression moyenne est la pression thermodynamique.

Souvent, on fait I’hypothese que la viscosité seconde ( est nulle, hypothese appelée parfois
condition de Stokes. On voit bien l'intérét simplificateur d’une telle hypotheése mais ses bases
théoriques sont plutot faibles.



Chapitre 4

Equations de bilan

4.1 Introduction

Apres avoir traité plusieurs problemes de transfert de chaleur particuliers, nous sommes pres a
généraliser I’approche employée. On se place pour cela dans le cadre de la thermodynamique
hors équilibre ( , ) et on écrit les bilans qui doivent étre satisfaits. Le
bilan qui nous intéresse plus particulierement et qui a été utilisé précédemment (§ 1.3) est celui
de la chaleur mais il ne peut étre obtenu proprement sans établir les bilans pour la masse et la
quantité de mouvement.

De facon générale, nous allons nous intéresser a des fonctions définies en tout point du fluide
qui seront des densités massiques de variables extensives, telles que la relation entre la quan-
tité globale F' correspondant a un volume V et la densité massique correspondante f s’écrive
simplement :

F= /V pfdv, (4.1)

p étant la densité de masse. Nous allons écrire des équations de bilan pour plusieurs de ces
quantité, en particulier, la masse (M, p), la quantité de mouvement, 'énergie (F,e), I'entropie
(S,s). L'obtention de ces équations de bilan est tout a fait standard et se trouve dans divers
livres de mécanique des fluides (e.g. : ).

Nous nous plagons ici dans le cadre de la thermodynamique hors équilibre ( ,

; , ) : On considere ici un systéme hors équilibre mais dans
lequel il existe un équilibre local, si bien que les relation de la thermodynamique classique
a ’équilibre sont valide a 1’échelle de la parcelle de fluide. On appelle parcelle de fluide un
élément de volume de taille suffisamment petite pour qu’elle soit considérée comme élémentaire
du point de vue du systeme global et des équations de bilan (et donc avec une valeur bien défnie
de chaque grandeur intensive et donc a I’équilibre) mais suffisamment grande pour contenir un
tres grand nombre de particules afin que les équations de la physique statistique classique soient
applicables. Il s’agit donc d’une échelle intermédiaire entre 1’échelle microscopique et la taille
du domaine étudié.
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4.2 Conservation de la masse

Considérons un volume V' constant de fluide, que 'on appelle volume de contréle. La masse
qu’il contient ne peut varier que du fait d’'un mouvement de fluide traversant la surface qui
I'entoure, notée S (c’est a dire qu’il ne peut y avoir ni création ni disparition de masse). En
chaque point de la surface, un vecteur normal n' peut étre défini, dirigé, par convention, vers
I'extérieur. Si le champ de vitesse du fluide est noté u = (u, v, w), la masse dm traversant la
surface dS = dSn pendant le temps dt est

dm = —pdtu - dS.

Le signe de cet expression provient de la convention choisie pour l'orientation du vecteur de
surface. En effet, une vitesse de fluide dans la méme direction que ce vecteur (c’est a dire
vers 'extérieur) correspond a une diminution de la masse. Par ailleurs, - signifie ici le produit
scalaire, c’est a dire la réduction d’un indice tensoriel. Pour obtenir le taux de variation total de
la masse contenue dans le volume V', il faut intégrer cet élément de masse sur toute la surface :

d dp
— = LAV = — -d 4.2
i |, pdV /V T av /Spu S (4.2)

Le terme de droite de cette équation peut étre transformé en intégrale de volume en utilisant
le théoreme de Gauss, pour obtenir

/V [% L. (,ou)] 0 (4.3)

Cette équation intégrale étant valable pour tout volume de controle V', son intégrant doit étre
nul, soit

dp B
n + V- (pu) =0. (4.4)

Cette équation qui exprime la conservation de la masse de maniere locale est aussi appelée
équation de continuité.

La divergence qui apparait dans le seconde terme de I’équation de continuité peut étre dévelop-
pée pour obtenir :

Dp

- u= 4.

Dt+pV u=20 (4.5)
avec

D 0

2 _9 . . 4,

D1 3t+u v (4.6)

la dérivée matérielle. Cette dérivée prend en compte la variation locale sans mouvement (9/0t)
ainsi que la variation due au mouvement de matiere qui emporte ses propriété. Pour cette raison,
elle est parfois appelée dérivée totale ou encore dérivée particulaire (c’est a dire en suivant la
particule de fluide).

1. Les vecteurs sont notés en caractere gras dans ce document.
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Dans le cas d’un fluide incompressible, la dérivée matérielle de la densité est nulle, ¢’est a dire
qu’une parcelle de fluide emportée ne change pas de masse. Cela implique

V -u = 0 pour un fluide incompressible. (4.7)

Cette condition ne sera généralement pas utilisée pour 'intérieur de la Terre, la compressibilité
étant a prendre en compte dans son refroidissement.

L’équation de continuité sera couramment utilisée pour simplifier les équations bilan des diffé-
rentes quantités qui nous intéressent. En effet, si I'on considere une quantité F' de densité
massique f, on peut écrire

Df

pf)+V - (pfu) = P D (4.8)

ot
Pour un volume matériel V immobile, c¢’est a dire un volume qui est tel qu’aucun mouvement
ne traverse sa surface (u-n = 0 en tout point de sa surface), on peut donc écrire

4 pfdV = / 9 (pf)dV = pD—de pour un volume matériel constant, (4.9)
dt J,, v Ot v Dt

puisque l'intégrale du second terme de I’équation (4.8) peut étre transformé en intégrale de
surface, qui est alors nulle dans le cas d’un volume matériel. Cette équation de bilan pour un
volume matériel est parfois appelé théoreme de transport de Reynolds et nous sera tres utile
pour les versions intégrées sur une volume en convection (par exemple le noyau ou le manteau)
des équations de bilan.

4.3 Forme générale d’une équation de bilan

Si 'on considere la quantité F' ayant pour densité massique f on peut, de maniere tout a
fait générale, considérer que la variation de son contenu dans le volume V provient de deux
contributions : la création (ou destruction) de cette quantité avec un taux volumique y et
I’échange avec I'environnement avec un flux I’f. Ainsi, ’équation de bilan s’écrit

d

9 )
i, de:/Va(pf)dV——/SIf~dS+/VdeV. (4.10)

On peut alors transformer 'intégrale de surface en intégrale de volume,

0
/a(pf)dvz—/v~1/fdv+/xfdv,
Vv Vv 1%

et celle—ci étant valable pour tout volume de controle, I'intégrant doit étre nul, ce qui nous
donne la forme locale de la I’équation de bilan pour f :

9
o (o) ==V T +x;. (4.11)

On dit qu'une quantité est conservée si le terme de production x; = 0. Ceci est le cas pour la
masse mais, comme on le verra plus loin, pas pour l’entropie, par exemple. Il n’y a donc pas
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de conservation de ’entropie et I’équation correspondante est une équation de bilan plutot que
de conservation. Néanmoins, on utilise souvent le terme d’équation de conservation de fagon
générique, que la quantité considérée soit conservée ou non.

Une partie du vecteur de flux provient du transport par mouvement au travers de la surface,
7= pfutly, (4.12)

ol 'on a noté I, le reste du flux, c’est a dire ce qui n’est pas dii au mouvement de matiere.
Introduisant cette expression dans I’équation de bilan locale (4.11), et apres ré—arrangement et
utilisation de 'équation (4.8), on obtient :

Dr

=_-V-I i 4.1
Por =V It (4.13)

Nous allons donc chercher les expressions des flux et des taux de création pour la quantité
de mouvement, 1’énergie, et ’entropie. Ces équations pourront alors étre intégrées sur le vo-
lume d’un systeme convectif comme le noyau ou le manteau pour étudier le rendement de la
convection et le refroidissement de la Terre.

4.4 Bilan de la quantité de mouvement

La densité massique de quantité de mouvement est simplement la vitesse u, c’est a dire que
la quantité de mouvement contenue dans le volume V' est simplement fv pudV . Cette quantité
varie pour deux raisons : le transport par 1’écoulement et les forces appliquées sur le fluide
contenu dans V' (principe fondamental de la dynamique). Ces forces sont de deux types : les
forces de volume (par exemple le poids) et les forces de surface, dont le taux par unité de
surface est appelée contrainte. Le tenseur des contraintes? total est noté o et est tel que la
force appliquée sur un élément de surface dS est o - dS. L’équation de bilan de la quantité de
mouvement pour le volume de controle V' est donc simplement :

/V%(pu)d‘/:—/Spu(u-dS)—i-/SO'-dS—i—/ngdV- (4.14)

Bien sir, le terme de flux par mouvement (premieére intégrale dans le membre de droite) peut
étre rassemblé avec le membre de gauche pour faire apparaitre une dérivée totale, comme
expliqué dans la section précédente® (§ 4.3). Par ailleurs, la seconde intégrale de surface dans
le membre de droite est aussi transformée en intégrale de volume en utilisant le théoreme de
Gauss. Comme il s’agit ici d’'un terme tensoriel, explicitons cette procédure en utilisant la
notation indicielle :

S S \% 14

2. Les tenseurs d’ordre 2 sont notés comme les tenseurs d’ordre 1 (les vecteurs) par un une police de caractere
grasse. Le contexte est suffisant pour faire la différence.

3. La quantité transportée étant ici un vecteur, il faut appliquer la procédure a chaque composante du
vecteur.
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ce qui définit la divergence du tenseur des contraintes. Enfin, I’équation obtenue étant valide
pour tout volume de controle, on obtient une équation concernant les intégrants :
Du
— =V .o+ pg. 4.16
"Dt e (4.16)
On utilise maintenant la décomposition du tenseur des contraintes en deux parties, la pression
et la contrainte visqueuse, comme discuté plus haut (§ 3.5),
o=—-pé+T. (4.17)

Apres remplacement de ce tenseur dans I’équation locale de bilan de la quantité de mouve-
ment (4.16) on obtient :

u
_ : . 418
5y Vp+V -1+ pg (4.18)

Cette équation est souvent appelée équation de Navier-Stokes.

4.5 Bilan de I’énergie

4.5.1 Premier principe de la thermodynamique

L’énergie totale £ (densité massique €) contenue dans un notre volume de controle V' est la
somme de deux contributions, I’énergie cinétique liée au mouvement du fluide qu’il contient et
I’énergie interne :

2
E= / pedV = / P (e + “—> dv, (4.19)
14 Vv 2

e étant la densité massique d’énergie interne.

Le premier principe de la thermodynamique nous dit que la variation de cette quantité provient
de I'apport de chaleur et du travail des forces appliquées. Par ailleurs, comme on I’a vu pour les
équations de bilan obtenues précédemment, I’apport de chaleur contient une partie provenant
des mouvements de matiere (flux convectif) que 'on peut tout de suite séparer du reste :

/ag(pe)dV:—/peu~dS+Q+VV, (4.20)
v Ot s

W étant la puissance des forces appliquées et () la chaleur apporté au volume autrement que par
mouvement. Ce dernier contient deux contributions : un flux de surface non—convectif (conductif
et éventuellement radiatif) et une production interne, lié a la radioactivité naturelle :

Q= —/SQ'dS—i-/v,Oth, (4.21)

q étant la densité de flux de chaleur, généralement appelée plus simplement “fux de chaleur”
et h le taux massique de chauffage interne par désintégration d’éléments radioactifs. L’intégrale
de surface peut bien str étre transformée en intégrale de volume, si bien que

Q- /V (ph—V - q)dV. (4.22)
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Les forces dont nous devons maintenant calculer le travail ont déja été énumérées au moment
de considérer la bilan de la quantité de mouvement (§ 4.4) et se séparent en deux groupes :
les forces de volume et les forces de surface. Pour obtenir leur puissance associée, il suffit de
les multiplier par la vitesse du fluide a I’endroit ou elles s’appliquent et de les intégrer. En se
basant sur la forme intégrale de I’équation de bilan de la quantité de mouvement (4.14) on
obtient facilement

W = /u-(a-dS)+/pu-ng,
S v

— /V [V (o -u)+pu-gldV. (4.23)

Pour démontrer le théoreme de Stokes dans le cas utilisé ci-dessus, le plus simple est d’utiliser
celui-ci sous la forme d’indices :

qui, dans le cas qui nous intéresse s’écrit

/u(O'dS):/uza”dS]:/GJ(amul)dV:/@(aﬂuz)dv, (425)
S S \% \%

ou l'on a utilisé la symétrie du tenseur des contraintes (§ 3.4).

Remplagant @ et W donnés par les équations (4.22) et (4.23) dans ’équation de bilan (4.20), on
obtient, apres avoir regroupé tous les termes de variations de 1’énergie dans le terme de gauche
comme expliqué en § 4.3 :

D
p—edV:/[ph—V-q—l—V‘(a-u)—l—pug]dV. (4.26)
v Dt v

Cette équation de bilan étant valable pour tout volume de controle, on obtient une équation
de bilan locale de bilan de I’énergie :

D 2
pa(eJr%):ph—V~q+V-(a~u)+pu~g. (4.27)

A nouveau, on identifie la pression et la partie visqueuse dans le tenseur des contraintes pour
obtenir la forme finale de I’équation de bilan de I’énergie totale :

D 2
pm(e—l—%):ph—V~q—V'(pu)—l—V-(‘r~u)+pu-g. (4.28)

4.5.2 Energie interne

Une deuxieme équation de bilan de 1’énergie peut maintenant étre obtenue dans laquelle
I’énergie cinétique n’intervient pas. Pour cela, on utilise 1’équation de bilan de la quantité
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de mouvement (4.18) que I'on multiplie par la vitesse,

D

"Dy (u—Q) =u-(V-7—Vp+pg). (4.29)

2

Cette équation peut alors étre soustraite a I’équation de bilan de I’énergie totale (4.28) pour
obtenir :

D
pﬁi:ph—v-q—pv-quT:Vu, (4.30)
avec
du;
Vu= (ag) (4.31)
J

le tenseur des gradients de vitesse. Ce tenseur est d’ordre 2 et le symbole : signifie que 'on
contracte les deux indices, c¢’est a dire

9y
a.fl?i ’

T: Vu=1y (4.32)

La encore, la démonstration de ’équation (4.30) est obtenue le plus simplement en utilisant
une notation en indices pour la partie concernant le tenseur des contraintes visqueuses, en se
rappelant de sa symétrie :

&(Tijuj) — uj(()mj = Tijaiuj‘. (433)

On voit que I’équation (4.30) est une équation pour la bilan de I’énergie interne uniquement puis-
qu’elle ne fait plus apparaitre I’énergie cinétique. Cette équation est indépendante de I’équation
de bilan pour ’énergie totale puisqu’elle fait intervenir I’équation de bilan de la quantité de
mouvement. Lorsque I'on compare cette équation pour I’énergie interne a I’équation générale
de bilan (4.13) on peut identifier

I. = q, (434)
Xe = ph—pV-u+71:Vu (4.35)

On voit donc que I'énergie interne n’est pas conservée (méme en 'absence de radioactivité) et
contient, comme source, le travail de forces de pression et de viscosité. Son seul flux est le flux
de chaleur.

4.6 Bilan d’entropie

En thermodynamique classique, on sait que 1’énergie interne varie avec I’entropie et le volume
comme

dE = TdS — pdV. (4.36)
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Le volume spécifique n’étant pas tres pertinent lorsqu’on ne travaille pas avec un gaz, nous
utilisons plutot la masse volumique, qui est son inverse. Par ailleurs, toute variation ici est liée
au temps et a l'espace et I’équivalent en thermodynamique hors équilibre de la relation (4.36)
est

De Ds D
A e R i (4.37)
Dt Dt~ p?> Dt
On utilise cette relation pour remplacer la variation d’énergie interne dans I’équation (4.30), ce
qui donne :
Ds p Dp
I'—=ph—-—V-q+7: Vu—pV  -u— ———.
PLp =P q p » Dt
L’équation de conservation de la masse (4.5) nous montre que les deux derniers termes dans le
membre de droite se compensent et on obtient :
Ds

pTFt =ph—-V.q+71:Vu (4.38)

Cette équation peut étre modifiée pour la mettre sous la forme générale d'une équation de
conservation (4.11) et isoler le flux et la production d’entropie :

Ds q ph

1 1
= V.2 q-VT + —7: L 4.
T v 7~ 724 v +TT Vu+T, (4.39)
ce qui donne
q
I, = = 4.40
1 (4.40)
1 1 ph
Xs — —EQVT‘FTTVU—FT (441)

Le second principe de la thermodynamique nous dit qu’il existe une fonction d’état, appelée
entropie, qui est telle qu’elle ne peut qu’augmenter pour un systeme isolé. Dans le cas d’un
systeme non isolé, qui est le cas généralement considéré dans la thermodynamique hors équilibre
et en particulier ici ot nous nous intéressons aux échanges de chaleur dans la Terre, on peut
écrire pour tout systeme que la variation de son entropie est due a deux contributions

ds

E = 5teS + (StiS, (442)

ol 'indice e renvoie aux variations dues aux échanges avec I’environnement, alors que l'indice
¢ renvoie aux variations d’origine interne. Le second principe de la thermodynamique dit que
les variations d’origine interne sont forcément positives :

8,5 > 0. (4.43)

On a vu au paragraphe 4.3 que le terme d’échange dans une équation de conservation locale
s’écrit comme —V - I', et que le reste est lié a la production interne. Le second principe peut
donc s’écrire

Xs > 0. (4.44)
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Dans le cas considéré ici, il y a trois contributions a la production interne d’entropie. On peut
trouver des situations ou il seule une de ces contributions existe. Par exemple, en 1’absence
de production de chaleur par radioactivité et de mouvement, il ne reste que la contribution
provenant de la conduction. Le second principe de la thermodynamique reste valide, ce qui
signifie :

1
—5a VT >0, (4.45)

Le flux de chaleur conductif est lié au gradient de température et on considere souvent (en
particulier ici) que cette relation est linéaire,

q=—kVT, (4.46)

qui n’est autre que la loi de Fourier, k étant la conductivité thermique. La production d’entropie
due a la conduction est alors x, = k (VT/T )2 > 0, ce qui montre que la conductivité thermique
doit étre positive.

De méme, Il peut exister des systemes fluides en mouvement ayant une température uniforme,
en 'absence de toute production de chaleur. Le second principe s’écrit alors :

1
TT: Vu > 0. (4.47)

La température étant bien stur (comme dans toute thermodynamique) strictement positive, cela
implique que le produit 7: Vu soit positif. Comme discuté précédemment, on peut décomposer
le tenseur gradient de vitesse en trois parties (eq.3.15), G;; = O;u; = w;; + d;j + ti;, avec w;; la
partie anti-symétrique, d;; la partie symétrique a trace nulle et ¢;; la partie contenant la trace
et qui correspond a un changement de volume. De méme que dans le cas de la conduction,
on peut relier le tenseur des contraintes a celui des taux de déformation, par une rhéologie,
comme discuté précédemment (§ 3.5). En supposant une rhéologie newtonienne isotrope, on a
75 = 2n(d;;) + 3Ct;; (eq.??). 11 s’agit alors de calculer la contraction des trois tenseur w, d et t
en utilisant leurs propriétés. Vérifions d’abord que le produit d’un tenseur symétrique et d’un
tenseur anti-symétrique est nul :

Tyjwij = Tpwij = Tji(—wji) = —Tijwy; = 0. (4.48)

La premiere égalité vient de la symétrie de 7, la seconde de I’anti-symétrie de . Cela signifie
que la partie rotation solide du tenseur gradient de vitesse ne contribue pas a la dissipation vis-
queuse, ce qui est logique puisqu’elle ne correspond pas a une déformation. Voyons maintenant
le produit entre d et t :

V-u ~ Ve

puisque par définition la trace du tenseur d est nulle. On trouve ainsi

ou; ou; 2 C 2
= . . 4.
oz, &Uj) +3 (V-u) (4.50)

dijtij —

: — Indead T
71 Vu = 2diydi; + 3Ctiti; = Z (
i\j
Pour un fluide donné, on peut toujours trouver un écoulement tel I'un ou 'autre des termes de
droites de I’équation (4.50) soit nul. Le second principe de la thermodynamique implique donc
quen > 0et ¢ > 0.
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4.7 Evolution de la température

L’équation de bilan pour I'énergie interne est généralement plus utile que celle pour 1’énergie
totale car ne contient pas I’énergie cinétique. Pour rendre cet avantage plus net, il est intéressant
de se ramener a ’évolution de la température, quantité plus pertinente que 1’énergie interne
lorsque l'on s’intéresse au transfert de chaleur. Ceci nécessite l'introduction d’une capacité
calorifique.

L’énergie interne peut étre exprimée en fonction de la température et le volume massique V'
sous la forme différentielle suivante :

Ode Oe
— (2= _— 4.
de <3V)Tdv+ (8T>VdT’ (4.51)

qui est une relation classique de la thermodynamique a ’équilibre. Rappelons ici que, méme si
I’on s’intéresse a des problemes hors équilibre, les relations locales sont obtenues en écrivant des
bilans sur un volume élémentaire suffisamment petit pour pouvoir étre considéré a 1’équilibre
interne, tout en étant en déséquilibre avec son environnement. Cela signifie que les relations
de la thermodynamique a ’équilibre sont valable dans leur forme locale différentielle. L’équa-
tion (4.51) donne une relation entre les dérivées, totales ou partielles :

De Oe DV Oe DT
— = 4.52
Di (av) Dr T (8T> (4.52)
Par définition, la capacité calorifique a volume constant par unité de masse Cy est
Oe
Cyv = [ =—= 4.53
o= (o), )

et une relation classique peut étre obtenue pour I'autre dérivée partielle (& développer), si
bien que

De op DV DT
T [ p+T<8_T) ] P D + pCy— r (4.54)

Pour les phases condensées (liquides et solides), préfere en général utiliser la masse volumique
p que la volume massique V = 1/p et l'on a

DV 1Dp

=T _v.u 4.55
"Dt p Dt " ( )
On obtient alors ’équation suivante pour 1’évolution de la température
DT dp
pCV =ph—-V.-q-T (8T> V.u+71: Vu (4.56)

On préferre souvent travailler avec p et T' plutot que V' et T' comme variables d’état lorsque
I'on étudie des systemes condensés, liquides ou solides. Dans ce cas la, I'énergie interne s’écrit
comme (& développer ou mettre en appendice)

De DT oT Dp V-u

Dt "Dt p Dt U

(4.57)
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et I’équation d’évolution de la température est alors

DT
pC.

D
pﬁzph—v‘q—l—aT—p—l—T:Vu. (4.58)

Dt

L’équation que 'on vient d’obtenir est générale mais d’autre équations peuvent étre obtenues
pour des cas particuliers. Celui qui nous intéresse le plus est celui d’un solide indéformable et
en particulier dont la densité ne dépend pas de la température. Dans ce cas la, C, = Cy et
u = 0. Si de plus on suppose que la loi de Fourier est valide, et que la conductivité thermique
est constante, on obtient

T
pCa

— = kV?T + ph. 4.59

Il s’agit de I’équation de la conduction de la chaleur. L’utilisation de C), est préferrable a celle
de Cy pour les matiere condensées car c’est un parametre plus facilement accessible a la mesure
dans ce cas la. On définit k = k/pC, la diffusivité thermique et on obtient I'’équation de diffusion
suivante

aoT 9 h

— =rV T+ —. 4.60

ot C, (4.60)
Cette équation a le mérite de faire ressortir immédiatement 1’échelle de temps d’évolution de
la température. En effet, 'analyse dimentionnelle des deux premiers termes de cette équation
nous montre que ’échelle de temps d’évolution de la température a une distance d d’une source
de chaleur est d?/k.
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Chapitre 5

Géophysique des fonds océaniques

5.1 Observations générales
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FI1GURE 5.1 — Topographie des continents et des océans. On voit bien les dorsales océaniques
qui forment une chaine de montagnes sous-marine. En s’en éloignant perpendiculairement, la
profondeur augmente. Carte et données disponible a http ://topex.ucsd.edu/marine_topo.

Les observations des fonds océaniques ont permis de démontrer 'ouverture océanique et la tecto-
nique des plaques. C’est dans ce contexte que de nombreuses observations des fonds océaniques
ont été depuis interprétées. En particulier, la topographie des fonds océaniques (fig. 5.1) montre
que les dorsales représentent des montagnes sous-marines et que lorsque 1’'on s’en éloigne la
profondeur augmente, de maniere quasiment monotone. Cette observation semble simple a ex-
pliquer et cela fait partie des objectifs de ce chapitre.


http://topex.ucsd.edu/marine_topo
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FIGURE 5.2 — Modele en harmoniques sphériques du flux de chaleur terrestre jusqu’au degré
18. Tiré de Pollack et al (1993).

Une autre observation concerne le flux de chaleur terrestre qui est mesuré dans les fonds
océaniques aussi bien que sur les continents depuis des décennies. La figure (5.2) représente
un modeles en harmoniques sphériques au degrés 18 de ce flux de chaleur et montre que les
dorsales sont associées a un flux élevé et que le flux diminue a mesure que l'on s’en éloigne.
La aussi, 'observation est suffisamment simple pour que ’on puisse espérer I'expliquer avec un
modele géophysique. Le fait que les deux observations a priori indépendantes du flux de chaleur
et de la topographie sont en fait corrélées nous indique que le méme modele doit étre capable
d’expliquer les deux observations.

Nous allons donc d’abord développer un modele basé sur I’évolution thermique des fonds
océaniques apres leur formation aux dorsales. Ce modele thermique nous donnera directement
acces au flux de chaleur et on pourra alors comparer ses prédictions aux données existantes.
La variation de densité avec la température, moteur de la convection thermique et donc de
la tectonique des plaques, nous fournira un mécanisme physique pour ’approfondissement des
fonds océanique lorsque 'on s’éloigne des dorsales. La comparaison avec les observations nous
permettra la encore de tester le modele et de contraindre ses parametres libres.
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5.2 Un modele de refroidissement de la lithosphere

La lithospheére, par définition, est la zone a la surface de la Terre qui se comporte de maniere
rigide (de lithos, pierre en grec). La raison pour cette rigidité, par opposition a la faible rigi-
dité de 1'asthenosphére, provient de sa faible température. En effet, la viscosité des roches du
manteau, a l'instar de celle de beaucoup de matériaux comme le miel, dépend fortement de la
température, et celle—ci est la plus faible proche de la surface. C’est ce qui confere cette rigidité
a la lithosphere. Pour comprendre les fonds océaniques il est donc nécessaire de s’intéresser a
la température. Plus généralement, on considere maintenant que la lithosphere océanique est
la couche limite supérieure de la convection dans le manteau, pour laquelle les variations de
température sont le moteur.

- -

T=1 3500C

FIGURE 5.3 — Modele schématique de lithosphere océanique. A partir de la dorsale ou la matiere
arrive chaude vers la surface (ce qui induit de la fusion partielle par décompression et produit la
croute océanique), un refroidissement se produit par contact avec ’eau de mer. La zone froide
est tres visqueuse et forme la lithosphere. La diffusion thermique permet au front froid de se
propager vers le bas, ce qui mene a I'épaississement de la lithosphere.

Pour calculer la température dans la lithosphere océanique, le principe est expliqué sur la
figure 5.3. La crotte océanique est formée par fusion due a la décompression de la matiere
mantellique chaude qui arrive proche de la surface au niveau de la dorsale. Au contact avec
I’eau de mer, la matiere se refroidit en méme temps qu’elle se déplace horizontalement. Le front
froid (matérialisé sur le schéma par I'isotherme 1300°C, on verra plus loin pourquoi), inexistant
proche de la dorsale ol le volcanisme est actif, se propage vers le bas lorsque ’on s’éloigne de la
dorsale. Cet enfoncement se produit par diffusion thermique et dépend du temps écoulé depuis
la formation de la lithosphere a la dorsale. Ce probleme est similaire a celui du refroidissement
de la Terre tel que formulé par Fourier et Kelvin et sa solution est bien connue (§ 2.2).

Pour faire le lien entre les deux problemes, écrivons ’équation de diffusion dans sa version la
plus simple

DT 9

— =rVT 5.1

Dt (5:1)
o, par rapport a l’équation générale (4.58), on a négligé la radioactivité, l'effet de la variation de
pression et la dissipation visqueuse et on a utilisé la loi de Fourier en supposant une conductivité
thermique constante. La concentration en éléments radioactifs (U, Th, K) de la lithosphere



46 Géophysique des fonds océaniques

océanique est suffisamment faible, et la lithosphere suffisamment fine pour que la radioactivité
puisse étre négligée. La faible épaisseur de la lithosphere, en particulier par rapport a son
extension horizontale, permet une autre simplification : la dérivée horizontale de la température
ou tout autre quantité est faible devant la dérivée verticale. De ce fait, on ne conserve dans
le laplacien du terme de droite que le terme en dérivée verticale. Pour ce qui est du terme de
gauche, DT/ Dt est la variation de la température en suivant la lithosphére (dérivée entrainée)
et peut donc étre remplacée par la dérivée en fonction de ’age de la lithosphere, ce qui donne
a une dimension :

oT 0T

% = KJW, (52)

avec a ’age de la lithosphere (c’est a dire le temps écoulé depuis sa création au niveau de
la dorsale), z la profondeur. En analysant les dimensions de ’équation (5.2), on voit que la
profondeur 0 du front froid ne peut qu’étre proportionnelle & y/ka. En prenant ’'dge maximum
de la lithosphere océanique, 180 Ma, et une diffusivité thermique x = 10~°m?/s, on trouve
une épaisseur maximale de lithosphere océanique de 'ordre de 0,4, >~ 75 km. Cette épaisseur
est faible par rapport a I’épaisseur du manteau et on considere donc un milieu semi-infini.
Pour résoudre le probleme, il faut ajouter une condition initiale et des conditions limites. Au
niveau de la dorsale (a = 0), la température est considérée comme uniforme, égale a T;.
Cette température est aussi la température pour z — oo. Ala surface, le contact avec I'océan
maintient la température a une valeur constante de l'ordre de 2°C (que l'on prendra égale a
0, pour simplifier). La solution a ce probleme est connue depuis Fourier (et a été obtenue plus
haut § 2.2) :

T = Ty ert (2\/2@) . (5.3)

Le flux de chaleur en surface est obtenu en prenant le gradient vertical a la surface, que 1'on
multiplie par la conductivité thermique, k, (Loi de Fourier) :

aT kT
—q=k—(0,a) = —=.
0z VTka
Nous nous intéressons ici a —¢q, qui est positif et est le lux dans la direction des z décroissants,

c’est a dire vers l'extérieur de la Terre. On a ainsi obtenu une expression du flux de chaleur
océanique en fonction de I’age de la lithosphere.

(5.4)

5.3 Age des fonds océaniques

Pour comparer la prédiction de 'équation (5.4) avec les observations, il faut mesurer le flux
de chaleur et I'age de la lithosphere aux mémes points. La détermination de 1’age d'une roche
utilise souvent des méthodes radiométriques, mais cela n’est guere pratique pour les fonds
océaniques. On utilise en fait le magnétisme et la compréhension que l'on a de 'expansion
océanique. On se rappelle en effet que c’est la découverte des bandes de polarité magnétique
successivement normales et inverses enregistrées dans la lithosphere océanique qui a permis de
démontrer sans équivoque les inversions du champ magnétique et 1'ouverture océanique. La
succession irréguliere des inversions du champ magnétique permet en outre de dater les fonds
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FIGURE 5.4 — Le code barre des fonds océaniques. A gauche, les ages des transitions entre
périodes de polarité normale (c’est a dire identique au temps présent, en noir) et les périodes
inverses (en blanc) donnés par ( ). La succession de ces périodes se retrouve
dans I'aimantation du plancher océanique (droite, d’apres Vine, 1966) et on peut ainsi dater
les fonds océaniques en faisant correspondre les limites de polarité observées (haut droite) avec
celles données dans I’échelle des ages (gauche).



48 Géophysique des fonds océaniques

océaniques. Les datations radiochronologiques des inversions du champ magnétiques ont permis
de construire une échelle des temps, véritable “code—barre” qui par comparaison avec le champ
magnétique crustal du plancher océanique (fig. 5.4), permet de dater ces fonds. La figure 5.5
montre le résultat sous forme de carte d’un tel travail.

0.0 20.1 40.1 55.9 83.5 126.7 154.3 180.0
FIGURE 5.5 — Carte des ages (en millions d’années, Ma) des fonds océaniques ob-
tenus par le magnétisme. Données tirées de ( ) et disponible a

http ://www.earthbyte.org/Resources/agegrid2008.html.

5.4 Mesures du flux de chaleur océanique et comparai-
sons avec le modele
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Maintenant que l'on connailt ’age des fonds océaniques, il nous faut déterminer le flux de
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chaleur. Celui—ci est mesuré lors de campagnes océanographiques dédiées qui utilisent une sonde
équipée de thermocouples et de résistances chauffantes que I’on enfonce dans les sédiments peu
consolidés du plancher océanique. Cette sonde permet de mesurer au méme point la conductivité
thermique et le gradient vertical de température. (Ajouter un paragraphe sur la technique
de mesure.) Le flux de chaleur est alors obtenu en utilisant la loi de Fourier (premiére partie
de I'équation (5.4)). On peut alors collecter toutes les données obtenues et les classer par
ordre d’age du plancher océanique. La figure 5.6 représente le résultat d’'une telle compilation
et semble indiquer un accord approximatif avec la théorie mais la dispersion des données est
trop importante pour trancher. Le probleme est de deux ordres ici : les données anciennes
étaient obtenues en ne mesurant que le gradient de température, la conductivité thermique étant
estimée, et les mesures peuvent étre faussées par la présence de circulation hydrothermale. Les
chercheurs qui travaillent sur ce sujet on développé une méthode pour déterminer la conductivité
thermique du milieu directement au point de mesure en mesurant sa réponse au chauffage. Ils
ont ainsi montré que cette conductivité thermique était fortement variable dans les sédiments
océaniques, du fait notamment des variation de la porosité. Il est donc crucial de ne retenir que
les données de flux de chaleur pour lesquelles la conductivité thermique a été mesurée en méme
temps que la température. Pour ce qui concerne le second probleme, celui de la circulation
hydrothermale, il est nécessaire de vérifier la cohérence spatiale des données et la conservation
de I’énergie pour chaque point de mesure.
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F1GURE 5.7 — Compilation des données de flux chaleur océanique en fonction de 'age de la
crotite. Chaque boite représente la variabilité des données dans la tranche d’age considérée. La
ligne pointillée est un ajustement selon 1’équation (5.4). La figure de droite est un zoom pour
les ages élevés et montre un écart systématique avec le modele. Tirée de ( ).

( ) ont trié les données qui, dans la base globale, satisfaisaient a ces criteres
de qualité ont obtenu la figure 5.7. L’accord entre la théorie donnée par I’équation (5.4) et les
observations est tres bon pour les ages inférieurs a 80 Ma, age a partir du quel le flux de chaleur
semble cesser sa décroissance. Plusieurs parametres libres dans 1’équation nécessitent un ajus-
tement, et en particulier la température, et le résultat est la ligne pointillée de la figure. Cela
permet de contraindre la température du manteau sous la lithosphere qui doit étre d’environ
1300°C. Une vérification directe de la théorie peut également étre faite lors d’une campagne
de mesures. La figure 5.8 montre les résultats d’une telle campagne, effectuée a proximité de
la dorsale Juan de Fuca. On voit que les mesures suivent tres bien la théorie, représentée
avec son incertitude par les deux lignes pointillées, la ou la couverture sédimentaire est suffi-
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FIGURE 5.8 — Flux de chaleur (haut) et profil topographique et épaisseur sédimentaire (bas)
sur le flanc est de la dorsale Juan de Fuca, en fonction de la distance a la dorsale. Tiré de

(1999).

sante pour que les mesures soient de bonne qualité. Par contre, on voit que lorsque ’épaisseur
sédimentaire devient trop faible, le flux mesuré décroche et devient tres faible. On met ici en
évidence 'importance du flux convectif lié a la circulation hydrothermale. En effet, lorsque la
couche sédimentaire est peu épaisse, elle ne se compacte que faiblement et sa perméabilité reste
importante. Proche de la dorsale, la ou le flux de chaleur est important, la convection dans
le milieu sédimentaire poreux peut démarrer. Dans ce cas la, le transport de chaleur se fait
majoritairement par convection et plus par conduction. La mesure du flux conductif ne peut
alors fournir qu’une borne inférieure du flux total.

On peut aussi comparer le modele de refroidissement de la lithosphere océanique aux obser-
vations sismologiques, ou mieux aux modeles tomographiques qui en sont tirés. La figure 5.9
montre les variations de la vitesse Vg des ondes S dans le manteau sous 1'océan Pacifique en
fonction de la profondeur et de I’age de la plaque. On retrouve tres clairement la structure
en température calculée précédemment jusqu’a la profondeur de 200 km environ. Au dela, Vg
augment avec la profondeur du fait de 'augmentation de pression.

Enfin, on peut comparer cette théorie et ces observations a des résultats numériques de modeles
de convection. La figure 5.10 montre de tels résultats ( , : ,

). Le calcul est ici réalisé en deux dimensions, c’est a dire qu’il représente une tranche du
systeme complet. La partie basse de la figure représente la température (en unités arbitraire
entre 0, en bleu, et 1, en rouge) et montre bien, en bleu, une lithosphere froide qui s’épaissit
en s’éloignant de la dorsale, et qui finit par subducter. La courbe donnant le flux de chaleur
en surface (g,p) montre bien une diminution lorsque l'on s’éloigne de la dorsale. La courbe
donnant l'inverse du carré de ce flux de chaleur (1/¢*) montre une évolution linéaire avec la
distance a la dorsale. Ceci indique que la vitesse de surface ne varie pas tellement et que la
théorie développée pour les fonds océaniques permet également d’interpréter les résultats de
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FIGURE 5.9 — Variations des vitesses sismiques d’ondes S dans le manteau de 'océan Pacifique
en fonction de I'age. Figure tirée de Priestley & MKenzie (2000)
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FIGURE 5.10 — Résultat d’un modele de convection dans le manteau (Grigné et al, 2005). La
partie basse représente la température dans le domaine de calcul (en unités arbitraire entre 0,
en bleu, et 1, en rouge) et les courbes supérieures montrent la vitesse de surface (usp), le flux

de chaleur a la surface (q,p) et 'inverse de son carré (1/¢%).
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modeles numériques de convection.

5.5 Modele d’approfondissement du plancher et compa-
raison avec les observations

Une autre observation importante concerne la profondeur du plancher océanique, qui augmente
avec la distance a la dorsale océanique (figure 5.1). Comme on I’a vu pour le flux de chaleur, la
distance a la dorsale ne semble pas étre la variable la plus pertinente et il semble plus intéressant
de considérer la variation de la profondeur en fonction de I’age du plancher océanique, ou mieux
encore, la racine de cet age. La figure 5.11 montre justement une compilation de telles données,
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F1GURE 5.11 — Profondeur du plancher oceanique en fonction de la racine de son age. Tiré de

(1994).

océan par océan et en moyenne globale. On voit qu’effectivement la profondeur augmente
linéairement avec la racine carrée de 1’age, jusqu’a un age d’environ 80 millions d’années ou
la profondeur n’augmente plus. On peut d’ailleurs remarquer que cela correspond également
a l'arréet de la variation du flux de chaleur avec ’age sur la figure 5.7. Cet écart entre théorie
et observation est généralement interprété comme étant dii au démarrage d'une convection a
petite échelle sous la lithosphere mais cela de sera pas discuté ici. Pour la plus grande partie
du plancher océanique, I'approfondissement proportionnel a la racine de ’age est observé et
nécessite une explication.

La raison pour laquelle le plancher océanique voit sa profondeur augmenter avec 1’age est liée a
son évolution thermique, telle que décrite plus haut. Lorsque la température baisse, la matiere
généralement se contracte, ou encore sa masse volumique (ou sa densité) augmente. Il s’agit du
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mécanisme moteur pour la convection thermique : lorsque la matiere refroidit a la surface de
la Terre, elle devient plus dense que celle du manteau et elle finit par plonger. Ce phénomene
de contraction thermique (ou de dilatation dans le cas de 1'opération inverse) est quantifié par
un parametre thermodynamique appelé coefficient de dilatation thermique, «. En utilisant la
température du manteau, T}, comme référence, on écrit la variation de masse volumique avec
la température comme

p=pull—a(T - Ty (5.5)

En se refroidissant, la plaque lithosphérique voit sa densité augmenter, ce qui induit une
déformation du manteau sous-jacent. Le plancher s’enfonce de fagon a ce que la masse d’une
colonne verticale soit identique en tout point. C’est ce qu’on appelle 'isostasie. On note d(a)
la différence de profondeur de 1'océan entre la dorsale (adge nul) et celle a I'age a (fig. 5.12), et
Pw la masse volumique de 1'eau.

u
-

N
| 4

FIGURE 5.12 — Modele schématique de lithosphere océanique prenant en compte, de fagon
exagérée, ’enfoncement du plancher océanique. Le niveau horizontal rouge, situé sous la li-
thosphere, est le niveau de compensation.

L’équilibre isostatique postule que la pression a une profondeur dite de compensation z. est
indépendante de I’age. En supposant que cette pression est hydrostatique, elle est égale au poids
de la matiere au dessus. En écrivant cette égalité pour les deux points figurés en rouge sur la
figure 5.12, on obtient

Zc 1 Zc
prv(d+ z.) = puwd +/ pdz = d = —/ (p— pum)dz. (5.6)
0 PM — Pw Jo

L’écart entre la densité en profondeur (pys) et celle (p) qui dépend de la température dans la
lithosphere est obtenue en utilisant 1’équation (5.5), dans laquelle la température donnée par
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I’équation (5.3) est utilisée :

d:ﬂ/ (Tar — T) dz,
PM — Pw Jo

p— /zc { ( , )}

— 1 —erf dz, .
PM — Pw Jo 2V \a (5.7)
2pp TV Aa ze/2V2a

PM — Puw 0

1 — erf (u)] du,

out l'on a fait un changement de variable pour obtenir la derniere égalité. Comme la variation de
température, et donc de masse volumique, n’est importante que dans la lithosphere, c’est a dire
pres de la surface, toute valeur de z. supérieure a I’épaisseur de la lithosphere donne un résultat
similaire et on peut calculer 'intégrale en prenant z. — oo. L’intégrale faisant intervenir la
fonction erreur est connue :

/000(1 —erfx)dr = 7 (5.8)

et on obtient

2pmaTh [
d = “PMaa, [ 20 (5.9)
PM — Puw ™

On explique ainsi I'augmentation de la profondeur comme la racine carrée de ’age du fond
océanique.

5.6 Carte de flux calculé et flux océanique total

48 60 80 100 120 140 220 320 5000

F1GURE 5.13 — Flux de chaleur océanique calculé a partir de la carte des ages du plancher selon
I'équation (5.10).
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Ayant obtenu un bon accord entre théorie et observations du flux de chaleur, on peut utiliser
la carte des ages des fonds océaniques (figure 5.5) pour calculer une carte de flux de chaleur,
avec la formule

g = %7 (5.10)

avec ¢ le flux en mW m™2 et a 'age en millions d’années (Ma). Le coefficient, Cq = 490 £ 20
provient de I'ajustement fait sur la figure 5.7. On obtient alors la figure 5.13 ou 'on voit que
le flux de chaleur sortant au niveau des dorsales peut étre tres important, comme cela est
directement mesuré lorsque la couverture sédimentaire est suffisante (figure 5.8).

31
5‘ o [ FIGURE 5.14 — Densité de probabilité de trou-
E ’ ver une lithosphere océanique d’age donné en
%' i fonction de I’age. Le trait plein est la valeur
< mesurée avec la barre d’erreur en grisé, et
© s le trait discontinu est le meilleur ajustement

linéaire. Tiré de ( ).
[ J L1 P R
200 150 100 50 0
Age (Ma)

A partir de cette carte, on peut calculer le flux de chaleur total extrait de la Terre au travers
des fonds océaniques, dont la surface totale est A,.. Pour cela on range les éléments de surface
en fonction de leur age, de 0 a la valeur maximale observée a,,.., et on calcule la somme :

Amax dA
Qu= [ ata= [ g ayin (-11)

ou l'on a introduit la densité de probabilité dA/da(a) de trouver une lithosphere d’age a.
Cette distribution est obtenue en mesurant la surface occupée par chaque tranche d’age et il
a été observé ( , : , ) que cette distribution avait une forme
grossierement triangulaire (fig. 5.14), c’est a dire

4 _ ¢ (1— a ) (5.12)

da Arnaz

avec Cy le taux actuel de création de lithosphere océanique et a,,q, 1’age maximum observé.
Ces deux parametres sont en fait reliés par la surface océanique totale :

dmaz d A OOamaa:
Ape = —(a)da = : 1
| e = 24 (5.13)




56 Géophysique des fonds océaniques

En injectant ces deux dernieres relations dans 1’équation (5.11), et en utilisant ’expression du
flux de chaleur en fonction de 'age (eq. 5.4) on obtient la perte de chaleur totale au travers des
fonds océaniques :

 4kTy

8 kT
oc — C vV Umaz = _Aoc
¢ 3v/TK ova 3

/TRCmar

Pour obtenir une valeur numérique, il faut préciser les valeurs des différents parametres qui
interviennent dans cette équation. Les parametres physique peuvent étre déterminés en labo-
ratoire si I’on dispose d’échantillons représentatifs mais il peut toujours subsister des doutes a
ce sujet. Le moyen le plus simple et le plus juste est d’utiliser les données existantes dont

on a montré qu’elles étaient bien expliquées par le modele. Cela revient a considérer que
kTy//Tk = 490Wm~2Mal/? et on obtient Q,. = 30TW, c’est & dire 30 10'2W.

(5.14)



Chapitre 6

Flux de chaleur continental

Dans le chapitre précédent, nous avons traité le probleme du flux de chaleur océanique et il
nous reste a traiter le cas du flux continental pour déterminer la perte totale de chaleur de la
Terre. Le probleme est tres différent, pour deux raisons principales. D’abord, les fluctuations de
la température atmosphérique, de 1’échelle temps journaliere a celle du climat, sont beaucoup
plus importantes que les fluctuations de la température des fonds océaniques. Cela signifie que
des mesures dans des forages profonds sont nécessaires pour mesurer un gradient pertinent pour
le bilan thermique de la Terre. D’un autre coté, la lithosphere continentale étant plus épaisse et
plus ancienne que la lithosphere océanique, son temps d’équilibration thermique est beaucoup
plus long et les mesures de flux de chaleur apportent des contraintes sur ’histoire thermique a
long terme de la Terre.

Par ailleurs, les continents ont une histoire géologique plus longue et plus complexe que les
océans. De ce fait, on ne peut proposer de modele d’évolution du type de celui développé pour
les océans et on ne peut facilement prédire le flux pour les zones ou aucune mesure n’existe.
Par ailleurs, ce flux varie fortement sur de petites distances. Cela signifie que le flux continental
ne peut-étre obtenu qu’en multipliant le nombre de mesures et que les zones non couvertes
induisent une incertitude qui ne peut-étre réduite sans nouvelles mesures.

6.1 Propagation en profondeurs des variations atmo -
sphériques

Pour mesurer le flux de chaleur en un point continental, il faut mesurer le gradient vertical
de température et la conductivité thermique de la roche considérée. Cela nécessite 'utilisation
d’un forage qui permet de faire descendre une sonde de température et de récupérer des carottes
qui peuvent servir, en laboratoire, a mesurer la conductivité thermique.

La premiere question que 1'on doit se poser est celle de la profondeur minimale de forage pour
obtenir une mesure significative pour la Terre interne. Il est clair que proche de la surface, les
variations de la température extérieure sont ressenties alors que cela doit s’atténuer avec la
profondeur. Il s’agit du probleme classique de 'effet de peau, que nous allons traiter ici.
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FIGURE 6.1 — Exemple de mesure de flux de profil de température en profondeur. La partie
gauche montre la température mesurée en fonction de la profondeur et la partie droite son
gradient. Cette figure et les données qui y sont représentées peuvent étre obtenues sur le site

de TUQAM.
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On considére un milieu semi-infini z > 0 ('axe z étant donc vers le bas) et une équation de
diffusion unidimensionnelle :

or 0*T
—_— = Kk—
ot 022
soumise a des conditions aux limites
T(0,t) = To(t)
lim k0.7 (z,t) = ¢
Z—> 00

(6.1)

ou ¢ est le flux d’origine interne que 'on définit comme positif. Il s’agit en fait de la valeur
absolue du flux tel que donné par la loi de Fourier, qui est négatif, c’est a dire vers le haut.
Nous allons donc, pour garder les développement mathématiques a leur minimum, supposer la
conductivité thermique comme constante, ce qui justifie I'utilisation de 1’équation (1.18). Nous
verrons cependant que dans la pratique cette conductivité varie suffisamment pour avoir un
effet sur le gradient de température.

Nous allons utiliser le principe de superposition qui permet de séparer le probleme en une partie
stationnaire et une partie variable. Plus précisément, on écrit la température comme

T =T(z)+6T(z,t) (6.4)

avec T la moyenne temporelle (sur une période longue devant les périodes caractéristiques des
variations de la température atmosphérique) et 47T le reste. Les équations et les conditions
limites a satisfaire pour les deux parties de la solution sont

d*T
-5 =0, (6.5)
T(0) = T,
lim k0.T = q,
Z—00
00T 0%0T
W — K 822 = 0, (68)
ST(0,1) = 6T (1), (6.9)
lim k0,67 = 0. (6.10)

La partie stationnaire du probleme a une solution tres simple,
T:TO+%2, (6.11)

et il nous reste a considérer la partie fluctuante.

On peut, sans perte de généralité, décrire les variations temporelles de la température de surface
comme un développement en modes de Fourier :

0To(t) = /OO Ap(w)e™ dw, (6.12)

avec w la pulsation d’un mode de Fourier particulier. Et on peut également chercher une solution
de la forme

5Tg(z,t):/ Az, w)e™tdw, (6.13)

e}
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Cette expression est alors utilisée dans 1’équation (6.8) dont on prend la transformée de Fourier
inverse (on suppose ici que toutes les fonctions considérée satisfont les conditions mathématiques
nécessaire a ce traitement) et on obtient

iwA =rA". (6.14)

les primes dénotant la dérivation par rapport a z. On a affaire, pour chaque valeur de w, a une
équation différentielle de degré 2 et il faut lui adjoindre deux conditions aux limites, a savoir
A0, w) = Ap(w) et lim A'(z,w) = 0. (6.15)

Z—00

L’équation différentielle (6.14) ressemble a une équation dont on a I’habitude et dont la solution
est une exponentielle. La seule subtilité provient du fait que la constante est ici complexe. La
solution est cependant identique mais fait apparaitre la racine carrée de i. Pour 'obtenir on
utilise le fait que i = €2 et on définit b = e™/*\/w/k = (1 +i)y/w/4k. On voit alors que la
solution a I’équation (6.14) soumise aux conditions limites (6.15) s’écrit

A= Ape™™ = 6T (2,t) = /Z Ag exp [z (wt — \/gz>] exp (—\/%z) dw. (6.16)

Une autre solution, faisant intervenir e est exclue par la condition en z — co. La premiere
exponentielle a la forme d’une onde, se propageant en profondeur avec une relation de dispersion
qui s’écrit

d
k(w):,/;—lﬁ: v¢:%: WK Ug:d_ol:ZQ 2WkK. (6.17)

Il s’agit donc d'une onde dispersive. La seconde exponentielle montre une atténuation de 'onde
avec la profondeur, avec une longueur caractéristique (épaisseur de peau)

Op(w) = \/% (6.18)

Pour un temps ¢ donné, le climat passé se voit comme une oscillation spatiale en profondeur,
avec comme longueur d’onde Z = 27/k = 2ndp = 2my/2k/w. 1l faut donc dépasser cette
profondeur pour que le gradient de température observé aies une pertinence pour 'intérieur de
la Terre.

Donner des exemples de valeurs typiques.

6.2 Exemples de mesures de flux de chaleur

Apres avoir développé une théorie pour 'effet des variations de la température atmosphérique
sur la température en profondeur, discutons les données acquises lors de campagnes de flux
de chaleur. La figure 6.1 montre le résultat de la mesure sur un forage, le site de Gull River,
au Canada'. Ces données sont accompagnées de mesures de conductivité thermiques et de
remarques sur les roches composant la carotte. (Ajouter une table avec les valeurs.)

1. Ces données, acquises par C. Jaupart et J.-C. Mareschal, et beaucoup d’autres sont disponibles sur la
toile de TUQAM


http://www.unites.uqam.ca/geotop/geophysique/flux/data.htm
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On peut décomposer plusieurs zones en fonction de la profondeur. Dans la partie superficielle,
la température diminue avec la profondeur, ce qui signifie que la surface réchauffe I'intérieur.
Il est clair que cette observation ne reflete par I’évolution a long terme de la Terre interne
mais résulte de I'évolution récente depuis la derniere grande déglaciation qui a libéré cette
zone autrefois couverte de glace. La partie superficielle, jusqu’a 150 m de profondeurs environ,
montre en fait une variation de la température assez complexe avec plusieurs fluctuations. Ceci
peut étre interprété comme le résultats des variations climatiques. Dans la partie suivante, entre
150 et 450 m, la température augmente linéairement avec la profondeur, comme l'indique le
gradient approximativement constant. Dans la partie suivante, entre 450 et 700 m, le gradient de
température et également approximativement constant mais a une valeur différente de celui dans
la partie précédente. L’'interprétation vient des mesures de conductivité thermique. En effet,
On voit que les deux zones ont une conductivité approximativement constante mais différente
de celle de 'autre. Si 'on multiplie le gradient de température par la conductivité thermique
dans chaque région on trouve en fait un flux de chaleur approximativement constant, ce qui
permet de satisfaire la conservation de 'énergie. (Ajouter des valeurs numériques).

Finalement, méme si théoriquement les variations climatiques de plus grande période pénetrent
jusqu’a plusieurs centaines de metres (Ajouter un calcul explicite), leur amplitude est
suffisamment faible pour que les mesures de flux a partir de 200 m soient correctes. La qualité
de chaque mesure doit étre vérifiée par cohérence vis a vis de la conservation de 1’énergie. Dans
le cas de Gull River, on voit que les premiers 150 m sont clairement affectés par les variations
climatiques et qu'un forage plus profond était bien nécessaire.

6.3 Origine des variations latérales de flux continental

Le travail pour obtenir une mesure de flux de chaleur continental étant compris, voyons ce
que cela donne lorsque l'on compile ces valeurs. La figure 6.2a montre quelques profils de
température obtenus en différents points du bouclier Canadien par Jaupart, Mareschal et leur
collaborateurs. Un simple coup d’oeil permet de voir que ce gradient varie d'un point a I'autre
mais cela ne suffit pas pour établir les variations du flux de chaleur, puisqu’il faut multiplier
chaque gradient par la conductivité mesurée. Ce travail a été fait et la compilation des résultats
permet apres interpolation d’obtenir une carte du flux de chaleur sur le bouclier Canadien
(fig. 6.2). On voit alors que ce flux varie horizontalement sur des longueurs d’ondes assez courtes
et il faut se poser la question de l'origine de ces variations. Deux options sont possibles : soit
ces variations résultent des variations imposées par la convection dans le manteau, soit elles
résultent de variations de concentration en éléments radioactifs dont ont sait que la croute
continentale contient une fraction importante. Nous allons considérer ces deux possibilités tour
a tour pour étudier leur vraisemblance comme origine unique des variations de flux observées.
En pratique, une combinaison des deux sources doit étre considérée et on fait appel au principe
de superposition pour les combiner. L’approche utilisée dans cette partie s’inspire du travail de

(2004).

Nous allons supposer le systeme en état stationnaire pour rester simple, méme si l'on sait
que le temps d’ajustement par diffusion de la lithosphere continentale est long. Négligeant la
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FIGURE 6.2 — Mesures de températures dans divers forages du bouclier canadien (gauche) et
carte de flux chaleur obtenue apreés analyse (droite). Les données pour la figure de gauche
peuvent étre obtenue sur le site de 'UQAM et la carte a été publiée par Jaupart & NMareschal
(2011).

déformation de la lithosphere continentale, on écrit ’équation de bilan d’énergie comme

oRciA

i V - (kVT) + pa, (6.19)

avec a le taux massique de production de chaleur par décroissance radioactive. Nous allons
également négliger les variations de la conductivité avec la température et la pression, ce qui
nous permet de la sortir de la divergence et apres division par pC, on obtient, en régime
stationnaire

VT = —g, (6.20)

avec h = A/C,. A cette équation, il convient d’ajouter des conditions limites. A la surface de la
Terre, on a vu comment traiter les variations climatiques (§ 6.1) et on ne les considere plus ici.
Nous imposons donc une température nulle a la surface (en z = 0). La base de la lithosphere,
a la profondeur z = D (I'axe z étant donc orienté vers le bas) est en contact avec la partie
convective du manteau qui impose des variations latérales de la densité de flux de chaleur,
q(z, D). Les conditions aux limites s’écrivent donc

T(z,0) =0, (6.21)
q(z, D)‘

0.T(z,D) = — ’

(6.22)

La condition sur le flux de chaleur (6.22) résulte directement de la loi de Fourier, d’ou le signe
négatif.
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