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1 Intégrales
1.

d
dt

∫
V (t)

f(x, y, z, t) dV =

∫
V (t)

∂f

∂t
dV +

∫
∂V

f(~v · ~n) dA

2. On peut séparer les intégrales sur (x, y) et sur z pour obtenir :∫
V

1

1 + z
dx dy dz =

∫ ∫
(x,y)]|x2+y2≤1

dx dy
∫ h

0

dz
1 + z

= π
[
ln(1 + z)

]h
o
= π ln(1 + h),

où l’on a utilisé l’expression de la surface d’un disque de rayon 1.
3. ∫ ∫ ∫

0≤x≤y≤z≤1

x2z dx dy dz =

∫ 1

x=0

∫ 1

y=x

∫ 1

z=y

x2z dz dy dx (1)

=

∫ 1

x=0

x2

∫ 1

y=x

1

2

(
1− y2

)
dy dx (2)

=
1

2

∫ 1

x=0

x2

[
1− x− 1

3

(
1− x3

)]
dx (3)

=
1

2

[
2

9
x3 − x4

4
+

x6

18

]1
0

=
1

72
(4)

4. On utilise un changement de variable en coordonnée polaires∫ ∫
D

dx dy
1 + x2 + y2

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

r dθ dr
1 + r2

= π

∫ 1

0

2r dr
1 + r2

= π
[
ln(1 + r2)

]1
0
= π ln(2)

2 Équations de la physique
1. Appliquons d’abord la partie sur φ : -

1

sin2 θ

∂2Y 2
2

∂φ2
= 4e2iφ.

1



La partie sur θ :

− 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y 2
2

∂θ

)
= − e2iφ

sin θ

∂

∂θ

(
2 sin2 θ cos θ

)
(5)

= −2
e2iφ

sin θ

(
2 cos2 θ sin θ − sin3 θ

)
= −2e2iφ

(
2− 3 sin2 θ

)
.

(6)
(7)

Et on obtient pour le total :

L2Y
2
2 = 2

(
2− 2 + 3 sin2 θ

)
e2iφ = 6Y 2

2 .

On trouve donc a = 6 = l(l + 1) avec l = 2.
2. La solution, qui est évidemment proportionelle à T0, doit satisfaire à la condition limite,

c’est à dire f(R)g(θ, φ) = Y 2
2 (θ, φ). Cette condition est naturellement remplie si f(R) = 1

et g = Y 2
2 .

3. En introduisant la fonction dans l’équation de Laplace on obtient :

∇2T = Y 2
2 (θ, φ)

1

r2
∂

∂r

(
r2

∂f

∂r

)
− f(r)

r2
L2Y

2
2 (θ, φ) (8)

=

[
∂

∂r

(
r2

∂f

∂r

)
− 6f(r)

]
Y 2
2 (θ, φ)

r2
. (9)

Donc la solution à l’équation de Laplace nécessite
∂

∂r

(
r2

∂f

∂r

)
= 6f(r),

avec comme conditions limites f(R) = 1 et ∂rf(0) = 0. Cette seconde condition résulte du
fait que le vecteur flux doit s’annuler au centre pour des raisons de symétrie.

4. On cherche une solution sous la forme f(r) = rα :

∂r
(
αrα+1

)
= α(α + 1)rα = 6rα.

On trouve donc deux solutions possibles, α = 2, α = −3. La valeur négative n’est pas
acceptable car elle diverge en r = 0, de même que son gradient. La solution, qui satisfait
les conditions limites est donc f(r) = (r/R)2. La solution complète s’écrit donc

T = T0

(
r

R

)2

Y 2
2 (θ, φ).

5. Il n’est pas nécessaire de refaire tout le calcul pour voir facilement que le résultat est

T = T0

(
r

R

)l

Y m
l (θ, φ).

On voit donc que l’anomalie est atténuée avec la profondeur d’autant plus rapidement
qu’elle est de petite longueur d’onde, c’est à dire pour l grand.
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