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Opérateurs de dérivation (10 points)

[2 points] Donner 3 définitions du rotationnel.

[5 points] Soit M un point repéré par ses coordonnées sphériques r, 6, \. Soit M + m
un point repéré par ses coordonnées sphériques r+dr, 8 4+df, A+dA. Soient €., €y, €) les vecteurs
du repére sphérique.

a) Faire un schéma de ces quantités. Exprimer O—]\>4 en fonction de ces quantités.

b) Sur le méme schéma, dessiner le parallélépipeéde sphérique dont les coins ont pour coor-
données r, 0, \,r +dr,0 + df, A + dA.

¢) Sur le méme schéma, indiquer les longueurs de 8 de ses cotés.

d) Détailler 'expression du flux d’un champ de vecteurs ¢ au travers de la surface du paral-
l1élépipéde, en fonction de ces quantités. En déduire ’expression de la divergence en coordonnées
sphériques.

[3 points] Soit M un point repéré par ses coordonnées cartésiennes :

Py 4 o o o
OM = zé, + yéy, + z€,.
Soient 7,8, A ses coordonnées sphériques, et €., €g, €y les vecteurs du repére sphérique.
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a) Exprimer z,y, z en fonction de r, 6, A. En déduire OM en fonction de r,0, X et €y, €, €.
b) Calculer les trois vecteurs suivants en fonction de 7,60, X et €, €y, €, :
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c) En déduire I'expression des trois vecteurs unitaires en fonction de 7,0, et €, €y, €, :

& =E/||E|l, & = Eg/||Egll, & =Ex/||EAl.

Séries de Fourier (10 points)



Exercice 1

Soit a > 0, on définit la fonction porte I1,(t) = {“ )
0 sinon

1. Calculer sa transformée de Fourier II,(v), la représenter.

2. Qu’est-ce que liH(l) IT, ? Calculer sa transformée de Fourier.
a—

3. Soit b > 0 et II;, la fonction porte associée. Déterminer la transformée de Fourier de la convo-
lution entre les deux portes Ay, = I, * 1I,.

Exercice 2

On considere I'équation de la chaleur adimensionnée d’inconnue T'(¢, ) :
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avec les conditions aux limites suivantes :

Ve e0,1], T({t=0,2)=Ty(x),
¥t>0,  T(tx=0) =0, 2)
Vit >0, T(t,x=1)=1.

To(x) est la température initiale, connue et respectant les méme conditions aux bords z = 0 et
r =1 que T(t,x).

1. Déterminer la solution stationnaire T, (x) de (1) (i.e. 9T, /Ot = 0).

2. Montrer que 0(t,z) = T(t,z) — T (x) est encore solution de (1). Quelles sont les conditions
aux limites que doit respecter 6?7

3. Justifier que I'on puisse chercher 6 de la forme

0(t, ) = > by(t) sin(mnz)
n=1
4. Comment peut on déterminer les b,(0) ?

5. Déterminer I’équation différentielle vérifiée par les b,(t) et la résoudre en fonction des b, (0).

6. En déduire que la solution au probleme posé s’écrit :

T(t,x) =z +» by(0)e ™" sin (mnz). (3)



