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Opérateurs de dérivation (9 points)

[2,5 point] Développer les expressions div(f@) et div(@ A ¥) (les exprimer en fonction
des divergence, gradient etc, de f, @ et ).

[3,5] a) Soit un volume V' de bord V' de normale unitaire orientée vers l'extérieur 7.
Soit un champ de vecteur . Quelle est 'expression du flux de ¥ a travers OV ?

b) Rappeler I'expression de ce flux en fonction d’une intégrale sur tout le volume V.

¢) En considérant un petit volume parallélépipédique d’arrétes dz, dy, dz, en déduire 1'ex-
pression de l'opérateur de dérivation qui intervient dans I'expression de la question b).

[3] Dans un fluide, une fluctuation de pression p est liée & une fluctuation de vitesse
¥ par Oyp = —kdivid ou k est un coefficient qui exprime l'incompressibilité. Que représente
physiquement divt’ dans un fluide 7 Le principe de la dynamique s’écrit quant a lui p0yv = —grédp
ou p est la masse volumique du fluide. En prenant la divergence de cette relation, en déduire
une équation que ’on reconnaitra et dont on donnera la signification. Les coefficients x et p sont

supposés constants.

Séries de Fourier (11 points)

(page suivante)

Texte disponible & http://frederic.chambat.free.fr/ens



Partiel

Exercice 1
On souhaite résoudre a ’aide de transformées de Fourier I’équation différentielle :

— "+ f=9), (1)
ol g est une fonction du temps t connue.

1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction h(t) = eIt

2. On pose f (v) = TF|[f](v). Rappeler l'expression de la transformée de Fourier de f’ en fonction de f.
En déduire la transformée de Fourier de f”.

3. A l'aide des 2 questions précédentes, montrer que la solution de I’équation (1) est :

s =3 [ sl

Exercice 2

On étudie 'évolution de la concentration d’un composé c¢(x,t) au sein d’un solvant dans un bécher. Pour
simplifier, on s’intéresse au probléme unidirectionnel, les parois du bécher étant situées en r = 0 et x = L.
Ce composé subit un phénoméne de diffusion dans le bécher. De plus, il se dégrade avec le temps via une
réaction chimique de cinétique d’ordre 1. Avec ces hypotheéses, I’équation adimensionnée de 1’évolution de
c(x,t) s’écrit

de  O%c
s 2
ot~ 02 ¢ @
Les conditions aux limites sont : 5 9
c c
—(x=0,t) = —(x=L,t) =0 3
=00 = oo(w=L,1) 3)
Enfin, on cherche une solution sous la forme :
ap(t) = TN 4
ea,t) = % +Z_:lan(t)cos<L> (4)

1. Justifier physiquement ces conditions aux limites.
2. Pourquoi a-t-on choisi un développement de ¢(x,t) sous cette forme?
3. Déterminer ’équation différentielle vérifiée par les coefficients a,.

4. En déduire que la solution est de la forme

ap(0) = _n%n?t ™mx
c(z,t) =et | —2 + Zan(O)e L2 cos (—)

5 T ()

n=1

5. On considére, qu’initialement, un gradient de concentration est établi dans le bécher : ¢(z,t = 0) = x.
Déduire, en expliquant soigneusement la méthode utilisée, les expressions des a,(0) en fonction de n.

6. Que vaut limy_, o (c(z,t)) ? Pouvait-on le prévoir ?
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