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Opérateurs de dérivation (9 points)

1. [2,5 points] Développer les expressions div(f~u) et div(~u∧ ~v) (les exprimer en fonction

des divergence, gradient etc, de f , ~u et ~v).

2. [3,5] Soit un volume V de bord ∂V de normale unitaire orientée vers l’extérieur ~n. Soit

un champ de vecteur ~v.

a) Quelle est l’expression du flux de ~v à travers ∂V ?

b) Rappeler l’expression de ce flux en fonction d’une intégrale sur tout le volume V .

c) En considérant un petit volume parallèlépipédique d’arrêtes dx, dy, dz, en déduire l’ex-

pression de l’opérateur de dérivation qui intervient dans l’expression de la question b).

3. [3] Soit le champ scalaire f(x, y) =
√
x2 + y2.

a) Représenter graphiquement f(x, y) et son gradient.

b) Calculer le champ vectoriel ~v = (∂yf,−∂xf) et sa divergence. Représenter ce champ

vectoriel sur la même figure que précédemment.

Séries de Fourier (11 points)

(page suivante)

Texte disponible à http://frederic.chambat.free.fr/ens
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Exercice 1

Soit a > 0, on définit Πa(t) =

{
1
a si t ∈ [−a

2 ,
a
2 ]

0 sinon

1. Représenter la fonction Πa(t).

2. Calculer sa transformée de Fourier Π̃a(ν) = TF[Πa](ν).

3. Représenter Π̃a(ν).

4. Soit b > 0, déterminer la transformée de Fourier de Λab = Πa ∗Πb.

Exercice 2
On considère l’équation de la chaleur adimensionnée d’inconnue T (t, x) :

∂T

∂t
=
∂2T

∂x2
t ≥ 0 , x ∈ [0, 1] (1)

avec les conditions suivantes : 



∀x ∈ [0, 1], T (t = 0, x) = T0(x),

∀t > 0, T (t, x = 0) = 0,

∀t > 0, T (t, x = 1) = 1.

(2)

1. Déterminer la solution stationnaire T∞(x) de (1) (i.e. la solution telle que ∂/∂t = 0).

2. Montrer que θ(t, x) = T (t, x)−T∞(x) est encore solution de (1). Quelles sont les conditions aux limites
et aux bords que doit respecter θ ?

3. On cherche θ de la forme : θ(x, t) =
∑+∞

n=1 bn(t) sin (πnx)

En dérivant cette expression, déterminer l’équation différentielle vérifiée par les bn(t) et la résoudre en
fonction des bn(0).

4. En déduire que la solution au problème posé s’écrit :

T (t, x) = x+
+∞∑

n=1

bn(0)e−π
2n2t sin (πnx) (3)

5. Comment pourrait-on déterminer les expressions des bn(0) connaissant T0(x) ?
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