Mathématiques
Examen du mardi 11 janvier 2000
Magistére des sciences de la Terre, 1ére année, ENS-Lyon.
Examen avec documents. 3 pages. Durée conseillée : 1 h30. Les questions sont indépendantes.
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Probléme II
Les harmoniques sphériques
Résolution de I’équation des ondes en coordonnées sphériques
On se propose de résoudre 1’équation d’onde en géométrie sphérique. On rappelle

I’expression de la divergence et du gradient en coordonnées sphérique :
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L’équation d’onde s’écrit AS = c% %Tg. Montrer qu’elle s’exprime en coordonnées

sphériques selon
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On cherche une solution de cette équation sous la forme
S(r,0,$,t) = R(r).0(0).8(¢).T(t), avec T(t) = e™".

a) En injectant cette solution dans I’équation d’onde, réécrire I’équation d’onde sous
la forme F(r) + G(0,¢) =0.
b) La seule fagon de vérifier cette derniére équation pour tout r, @, et ¢ est d’écrire

F(r) = Cte = —G(#, ¢). Ainsi, en prenant pour constante /(I + 1), montrer que R vérifie

d [ 9dR w?r?
¢) En raisonnant de la méme fagon, écrire 'équation G(6, ¢) = —I(I+1) sous la forme

H(0) + K(¢) = 0 et montrez que © et & vérifient
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2 a été introduite de la méme facon que I(I + 1).

Ou la constante m
Donnez la forme générale des solutions de (3). En utilisant les propriétés de

périodicité de ®(¢) énoncer une propriété vérifiée par m.
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Pour résoudre equation (1), il est plus commode d’utiliser la variable z = “T.
On écrit J(z) = R(r).

a) Montrer que J(z) vérifie
d ( 9dJ
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)+[x2—1(l+1)]J=0. (4)

b) Nous allons résoudre cette équation dans le cas ot/ = 0. En posant W (x) = J(z).x,
écrire I’équation veérifiée par W. La résoudre et en déduire que J(z) = A.sin(z)/z est la
solution non divergente en 0 de (4) , oi A est une constante d’intégration.

c¢) En déduire que pour [ =0, R(r) est de la forme w

Les solutions générales de 1’équation (4) sont les fonctions de Bessel
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La résolution de ’équation différentielle vérifiee par ©(#) est plus aisé en l'ex-
primant en terme de z = cos(0)
a) Soit P/"(z) = ©(0), ot = = cos(f). Ecrire I’équation différentielle vérifiée par

P™(x). Montrer que dans le cas m = 0, elle s’écrit

% ((1 - ﬁ)%) +1(l+1)P(z) =0. (5)

b) Nous allons chercher les solutions de cette équation sous la forme de polynémes
P(z). On rappelle qu'un polynoéme P de degré n est de la forme

n
P(z) = Zak.xk
k=0

= apa"+ap 15"+ .+ a0.x? + a1z + ag ou (ag, ..., a,) € RMH!

Donner le degré des polynomes Pj(x).

¢) Montrer que Py(z) = 1, Pi(z) = z, P»(z) = 3(3.2°—1) sont solutions de I'équation

(5).

Les polynomes P, sont les polynémes de Legendre,

1 d
P(z) = 21—”@((502 —1)h,

dans le cas général {l,m} # {0,0}, les solutions de ’équation (2) sont de la forme

m/2 dm]:)l(z)

o) = (1 -2t

ou =1l <m<lI.

Le produit ©(0)®(¢) = P/™(cos 0)e™? est appelé harmonique sphérique de degré 1
et d’ordre m, on la note Y;(6, ¢).
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Propriétés des harmoniques sphériques

Tout comme les fonctions sinus et cosinus forment une base pour les fonctions définies
sur un cercle (les fonctions d’une variable 27-périodiques), les harmoniques sphériques

Y™ forment une base pour les fonctions définies sur une sphére :
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FO0,0) =" f"Y™(6,¢)

=0 m=—1

El Ecrire Y;" lorsque [ = 0, [ =1, [ = 2, n’écrire que les cas ou m > 0.

IZ' On appelle zéro d'une fonction, la valeur £y du domaine de définition de la fonc-

tion tel que f(z¢) = 0. Combien de zéros admettent les fonctions JRe(e’™?) et IJm(e™™?)
pour ¢ € [0,27[?

Combien de zéros admettent les fonctions P/™(cos §) pour 6 € [0, 7] dans les cas,
1=0,1=1,1=2,(0<m<I)?

En déduire les zéros des fonctions e (Y;"(0,$)) dans les cas [ = 0 et | = 1,
=2, (0 <m <) et leur positions sur une sphére.

Dessiner qualitativement sur une sphére la forme des fonctions Re (Y;"*(6, ¢))
danslescasl =0,l =1etl =2 (0 <m <1). Que remarquez-vous ? A quoi correspondent
letm?

Nous allons tenter de généraliser cette derniére propriété des harmoniques sphé-
riques.

a) Combien ont de zéros les polynomes de degrés 0, du type P(z) = a? Combien
ont de zéros les polynomes de degrés 1, du type P(x) = ax + b? Combien de zéros ont
les polynomes de degré 2, du type P(z) = az? + bz + c¢? En déduire combien a, au
maximum, de zéros un polyndme de degré n.

b) En déduire combien les polynémes Pj(z) admettent au maximum de zéros.

c) Soit le polynéme de degré 3, P(x) = az® + bx? + cx + d, quel est le degré du
polyndéme ‘é—I; 7 du polynéme ‘31271; ? du polyndme ‘fi% 7 En déduire quel est 'effet de la
dérivation sur un polynéme de degré n.

d) Des propriétés précédentes, déduire le nombre maximum de zéros des polynémes
%L. En déduire le nombre de zéros des fonctions P/"(z). On supposera que ces zéros sont
tous compris entre 0 et 1. Que pouvez-vous dire du nombre de zéros de f(6) = Y;"(0, ¢o)
ou ¢ € [0,27[?

e) En reprenant les résultats des questions 2 et 6.d, dessiner qualitativement sur une
sphére la forme des fonctions (Y;™) pour différentes valeur du couple {I,m} que vous

choisirez.



