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Résolution d’e.d.o.! - Les variations amoureuses.
Frédéric Chambat

L’objectif de ce TD est d’apprendre & résoudre numériquement des e.d.o. : en program-
mant d’abord la méthode d’Euler, puis en utilisant une fonction existante basée sur la méthode
de Runge-Kutta. On prendra plusieurs exemples, un modéle amoureux?, le systéme proies-

prédateurs de Lotka-Voltera3, et I'attracteur de Lorenz?.

1 Equations de I’évolution amoureuse

Juliette et Roméo vivent leur amour différemment : le plus Juliette aime Roméo, le plus celui-
ci aime Juliette en retour, alors que le plus Roméo aime Juliette, le moins celle-ci aime Roméo.
Par contre, ils sont tous deux soumis a 'usure de 'amour avec le temps : sans interaction avec
lautre, leur amour décroit (disons exponentiellement) avec le temps.

1. On note j(t) l'intensité de 'amour porté par Juliette & Roméo (j < 0 pour 'aversion) a un
instant ¢, et r l'intensité de 'amour porté par Roméo a Juliette. Montrer que le systéme
d’e.d.o. suivant correspond au modéle d’évolution de leur amour au cours du temps décrit
plus haut :

{j’(t) = aj(t) +br(t)
r(t) = cj(t) + dr(t),

ou a, b, c,d sont trois constantes dont on précisera les signes.

2. On cherche a résoudre ces équations par la méthode d’Euler (cf. Annexe). Implémenter le
systéme d’équations dans une fonction qui retourne le vecteur F' = (j'(t), r'(t)).

3. Programmer et tracer la courbe d’évolution de j et r en fonction du temps, et celle de j
en fonction de r. On prendraa =d=—-1,b=—1,c=1, j(0) =1, r(0) =2, t =0 a 30,
et un millier de pas de temps. Commenter (période, amplitude, déphasage entre les deux
populations).

4. Pour résoudre le systéme, on utilise ensuite la méthode de Runge-Kutta (cf. Annexe) a
lordre 4 a la place de celle d’Euler en se servant directement des fonctions existantes de
Python (odeint, librairie scipy.integrate).

5. Pour quel pas de temps obtient-on une convergence de chacune des méthodes? Comparer
les deux méthodes de résolution utilisées.

6. Tester le code avec des valeurs différentes des parameétres, par exemple b = 1, ou ¢ = —1,
oua=d=—0.1; que se passe-t’il 7

1. Equation(s) différentielle(s) ordinaire(s).

2. Strogatz, Steven H., 1988, Love Affairs and Differential Equations, Mathematics Magazine, vol. 61, n. 1, p.
35. Voir une présentation détaillée dans Pujo-Menjouet, Laurent, 2019, Le jeu de l’amour sans le hasard, Editions
des Equateurs, Paris, p. 110-125.

3. https ://fr.wikipedia.org/wiki/équations_de prédation de Lotka-Volterra.

4. https ://fr.wikipedia.org/wiki/Attracteur _de Lorenz.
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Commandes utiles :

- t=np.linspace(0, tmax, npas)

pour faire un vecteur de temps allant de 0 & tmax avec un nombre de pas égal a npas;

- from scipy.integrate import odeint ;

y=odeint (F, y0, t, rtol=le-10, atol=1le-10)

pour intégrer y' = F(y,t) ot F(y,t) est une fonction définie dans votre code, yO0 est le vecteur
y a t(0), t est le vecteur des temps ot on veut la solution, et les deux quantités suivantes sont
les précisions ('tolerance’) relatives et absolues voulues sur la solution.

2 Equations proies-prédateurs de Lotka-Voltera

Le systéeme d’équations proies-prédateurs de Lotka-Volterra est un couple d’équations diffé-
rentielles non linéaires du premier ordre. Il permet de décrire la dynamique de systémes biolo-
giques dans lesquels un prédateur et sa proie interagissent. Il a été proposé indépendamment par
Alfred James Lotka en 1925 et Vito Volterra en 1926 et s’écrit :

{x’(t) =ax(t) —bx(t)y(t)

y'(t) = cy(t)x(t) — dy(t)

ou z(t) est effectif des proies & un instant ¢, y(t) celui des prédateurs, a le taux de reproduction
des proies (constant et indépendant du nombre de prédateurs), d le taux de mortalité des pré-
dateurs (constant et indépendant du nombre de proies), bz(t) le taux de mortalité des proies,
proportionnel au nombre de prédateurs, cy(t) le taux de reproduction des prédateurs, propor-
tionnel au nombre de proies. Les proies sont supposées avoir une source illimitée de nourriture
et se reproduire de fagon exponentielle s’il n’y a pas de prédateurs, les prédateurs sont supposés
avoir une mort naturelle indépendante du nombre de proies.

TD. Modifier le programme écrit précédemment, et tracer la courbe d’évolution de x et y
en fonction du temps, et celle de z en fonction de y. On prendra a = 1, b = 0.1, ¢ = 0.1,
d=1,z(0) =0.3, y(0) =0.3,t =0 a 30, et un millier de pas de temps. Commenter (période,
amplitude, déphasage entre les deux populations).

3 Attracteur de Lorenz

L’attracteur de Lorenz est une structure fractale correspondant a la trajectoire de I'oscillateur
de Lorenz, archétype du systéme chaotique. Ce modéle a été mis en évidence en 1963 par le
météorologue Edward Lorenz pour étudier les équations de couplage entre I’atmosphére terrestre
et 'océan. Il a simplifié le systéme d’équations de la convection de Rayleigh-Bénard en un systeme
différentiel a seulement trois degrés de liberté :

¥ =0(y— )
Yy =pr—y—xz
Y =2y - B,
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ot z(t) est proportionnel a l'intensité du mouvement de convection a un instant ¢, y(t) est
proportionnel a la différence de température entre les courants ascendants et descendants, z(t)
est proportionnel & ’écart du profil de température vertical par rapport a un profil linéaire, o
est le nombre de Prandtl, p le nombre de Rayleigh normalisé au nombre de Rayleigh critique, et
[ un autre parameétre positif. Une animation ici : https ://experiences.math.cnrs.fr/Modele-de-
Lorenz.html.

TD. Modifier le programme écrit précédemment, et tracer la courbe d’évolution de x, y,
z et celle du triplet (z,y,z) en fonction du temps. On prendra ¢ = 10,5 = 8/3,p = 28,
(x,y,2)(0) = (—8,8,27), t = 0 a 50, et un millier de pas de temps. Commenter.

4 Annexe - Méthode d’Euler

Soit un sytéme différentiel du premier ordre Y’ = F(¢,Y(t)) a résoudre connaissant un
vecteur initial Y (¢y) et ou F' est une fonction donnée. La méthode d’Euler (dite explicite) est la
plus simple des méthodes de résolution numérique de ce type de systéme. Elle se résume a un
développement limité d’ordre un :

Y(t+dt)~Y(#t)+Y'(t)dt =Y (t)+ F(t,Y(t))dt,
soit, en notation indicielle (dt = t;41 — t;, etc) :
Yioi = Y+ F(t,Y:) % (tin — t:) Vi€ [0,N — 1. (1)

Cela revient & approximer la fonction par un segment de droite entre chaque couple de points.
Partant de Y'(¢y), on détermine alors de proche en proche Y (1), Y (ts)...

5 Annexe - Méthode de Runge-Kutta

La méthode de Runge-Kutta a 'ordre 2 consiste a prendre la dérivée au point milieu ¢;+d¢/2,
et a estimer sa valeur par la méthode d’Euler :

Yo A Y () 4+ Y/(t+dt/2)dt
=Y () + F(t+dt/2,Y (¢t + dt/2)) dt
= Y(t)+ F(t+dt/2,Y(t) + F(t,Y)dt/2)) dt
=Y, + F (t; + dt/2,Y; + F(t;,Y;)dt/2) dt.

(2)

Cela revient & approximer la fonction par un segment de parabole entre chaque couple de points.
Pour avoir une précision intéressante, on utilise souvent la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4,
le principe est le méme (approximation par un polyndéme de degré 4), mais c’est plus long a
écrire. On ne demande pas de 1’écrire ni de la programmer, tout est fait par la routine odeint.



