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On prendra G = 6,673.10~"" m? kg~! s72 pour valeur de la constante de gravitation,
R = 6371 km pour le rayon de la Terre et gy = 9,81 ms™? pour la pesanteur de la Terre

moyenne.
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1 Terre et planétes a symétrie sphérique

1.1 Gravité et pression dans la Terre

En supposant que la Terre est a symétrie sphérique déterminer la gravité a I'intérieur
en fonction de la densité. Applications : 1. Terre homogéne. 2. Terre & deux couches
homogeénes (noyau + manteau). Pour la densité moyenne du noyau on pourra prendre 11,

pour celle de la Terre 5,5.

En déduire la pression dans la Terre. La pression au centre de la Terre est 370 GPa,
comparer avec les valeurs que vous avez trouvées.

Dans le cas de la Terre la gravité vaut approximativement :

g(r)=—ar si0<r< Ry, (o = constante) (1)
g(r) =—aRy si Rp <r<R. (2)

Déterminer la densité correspondante puis représenter cette fonction en prenant R =

2Ry. Commenter briévement d’un point de vue géophysique.

1.2 Densité du noyau terrestre '

On se propose de déterminer une loi de densité du noyau terrestre a partir des données

suivantes :

- rayon terrestre R = 6371 km

- densité terrestre moyenne p = 5,515

- rayon du noyau 7, = 3482 km

- densité moyenne du systéme manteau-+crotite p,, = 4,439

- vitesse des ondes P au sommet du noyau v, = 8 km/s.

On suppose que la densité du noyau suit une loi quadratique p = pg (1 —af(r/ rn)Q).
Calculer la densité moyenne du noyau et en déduire une relation entre p, « et les données.

Soit* K := p(dP/dp), = p (vp — (4/3)v%) I'incompressibilité isentropique. En
supposant que la variation radiale de densité du noyau est isentropique et en utilisant
I’équilibre hydrostatique, trouver une autre relation entre p, o et les données.

En déduire les valeurs de p, « puis de la densité et de la gravité dans le noyau.

1. D’aprés un examen de G. Perrier en 2001.
2. Le signe := désigne une définition.
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1.3 Densités terrestre et lunaire, I. masse et inertie

Les densités moyennes de la Terre et de la Lune sont p = 5515 et 3336 kg/m3, leurs
rayons R = 6371 et 1737 km, leurs inerties normalisées I/MR? = 0,3307 et 0,3935.
Construire un modele a deux couches de la Terre et de la Lune (le rayon du noyau étant
une inconnue). Si on prend 3482 km pour le rayon du noyau terrestre et 6000-8000 kg /m?

(FeS ou Fe, cf exercice suivant) pour la densité du noyau lunaire , que peut-on en déduire ?

1.4 Densités terrestre et lunaire, II. équation d’état du fer

Déterminer la masse et la masse volumique moyenne de la Terre en suppo-
sant qu’elle est sphérique de rayon R = 6371 km et qu’en surface sa gravité vaut
g = 9,82 m/s?. On prendra G = 6,673.107'" m? kg™! s72 déterminée avec la préci-
sion dG/G = 1,5.1073.

Quelle précision a-t-on sur la densité ?

La gravité a un rayon r dans une planéte sphérique s’écrit g(r) = 4:2G fOT p(s)s? ds.
En supposant la densité constante calculer la gravité et la pression dans la Terre.

Sachant que le rapport de la masse de la Terre & celui de la Lune est de 81 et
que le rayon lunaire est de 1738 km donner la valeur de la gravité a la surface de la Lune
ainsi que sa densité.

La densité a la surface de la Lune est environ 2800 kg/m?. A votre avis la Lune
est-elle plus ou moins homogéne que la Terre en profondeur ?

Donner une estimation de la pression au centre de la Lune et de la Terre. Si le
manteau lunaire est de composition similaire & celle du manteau terrestre posséde-t-il les
mémes transitions de phase?

En réalité la pression au centre de la Terre est estimée a 370 GPa. La pression au
centre de la Lune est probablement comprise entre 5 et 7 GPa, la température entre 1000
et 2000 K. On donne le diagramme de phase du fer (fig. 1); il indique les domaines de
pression et température des différentes phases minérales solides (appelées «, d, v et €) et
de la phase liquide. L’équation d’état donne les courbes de températures de la phase
en fonction de la pression et de la densité (fig. 2).

A votre avis pourquoi peut-on supposer que le noyau lunaire, s’il existe, est
essentiellement composé de fer ?

Quelles informations pouvez-vous tirer de ces figures?
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FIGURE 1 — Diagramme de phase du fer.
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FIGURE 2 — Equation d’état du fer ~.
2 Théorie du potentiel

2.1 Potentiel de gravité

Soit une masse attractive répartie continiment dans un volume V' de masse volumique

p. Soit le potentiel :

o) =G [ o)

LI (3)

=
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Calculer grad, P En déduire que g = gradp. Quelle équation vérifie ¢ 7

2.2 Développement du potentiel en harmoniques sphériques

On rappelle que les harmoniques sphériques sont des vecteurs propres du laplacien :

U +1)

’I"

AY™(0,9)) =

Y™ (0, ¢)- (4)

En déduire la forme du développement du potentiel de gravité en dehors des masses.

2.3 Potentiel et théorie des distributions

On se propose d’étudier le champ de gravité, le potentiel associé et ’équation de
Poisson en terme de distributions.
Soient m une masse ponctuelle situé au point M, P un point de l’espace, ' = OM

et 7 = OP les rayons vecteurs correspondant (cf. figure 3). La gravité résultant de m au

FIGURE 3 — Schéma d’un volume V de densité p(M) attirant un point P.

point P s’écrit :

r’ r—r
g(r) = _GmW - _Gmm7 (5)

ou G est la constante de la gravitation universelle et |r”| la norme Lg de 7.
Montrer que g est le gradient d’un potentiel ¢ & déterminer : g = grade.
Si la masse attractive est répartie continiment dans un volume V' on note p la masse

volumique si bien que le potentiel prend la forme :

G/ e (6)
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On veut généraliser ces deux définitions & ’aide des distributions.

Montrer que la fonction :
F(r)=— (7)

est localement intégrable sur R3.
En déduire une généralisation de la relation 6 au sens des distributions en utili-

sant la définition de la convolution de deux distributions S et T :
< ST, f>=<S(x),<T(y), f(x+y) >=<T(y),< S(x), flx +y) >>.

Quelle est la forme de la distribution p qui modélise une masse ponctuelle m ?
Calculer E = gradF' au sens des distributions.

En déduire 'expression de g au sens des distributions.

Calculer divE au sens des distributions.

En déduire I'expression de Ay au sens des distributions.

Donner I'expression de g dans le cas ol p est une fonction localement intégrable

et bornée. Calculer alors g & 'infini en I’absence de masse & 'infini.

2.4 Propriétés des fonctions harmoniques

On se propose d’étudier les fonctions harmoniques (Ap = 0).

On rappelle la formule d’Ostrogradski dans R? (ou formule de Stokes en général) :

Soient V' un volume ouvert borné de bord connexe régulier V', v un champ de
vecteur de classe C! sur V, n la normale unitaire & 6§V orientée vers l'extérieur ; si divu

est intégrable sur V' et u - n défini sur §V alors :

/divu dV:/ u-n d¥. (8)
\% oV

Soit une fonction ¢ sur V', on pose :

0
% = grady - n (9)

et on appelle dérivée normale cette quantité.

Montrer la formule de Green :

_ Op 00
| wag—eav) dV—/W( . wan> as. (10)

On dit que ¢ est harmonique sur le volume V si :
Ap =0 dans V, (11)

ou A = grad div est I'opérateur laplacien.
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Montrer les théorémes suivants :

Th. Le flux du gradient d’une fonction harmonique a travers une surface fermée
est nul.

Th. Si une fonction harmonique s’annule sur 6V alors elle est nulle dans V.

Th. Si la dérivée normale d’une fonction harmonique est nulle sur V' alors la
fonction est constante sur V.

Th. Si deux fonctions harmoniques ont méme valeur sur 6V alors elles sont égales
sur V.

Th. Si deux fonctions harmoniques ont méme dérivée normale sur 6V alors elles
ne différent que d’une constante sur V.

Th. Si ¢ est harmonique dans V alors :

-1 01 10y
VP eV, (’D(P)_M/W (wﬁnr_rar) (Po) d¥ (12)

our=|P—Flr,-

Th. La valeur de ¢ en un point P est la valeur moyenne de ¢ sur n’importe
quelle sphére centrée en P contenue dans V ou dans n’importe quelle boule centrée en P
contenue dans V.

Th. Une fonction harmonique n’a pas d’extremum & l'intérieur de V.

Probléme de Dirichlet : donner I'expression de ¢ dans V en fonction de ¢ sur
0V et de la fonction v définie par :

Ay =0 dans V,

(13)
¢:% sur 6V.

2.5 Potentiel d’une planéte quasi sphérique

partie 1 : notions de perturbations

On étend ce calcul au cas d’une planéte quasi sphérique. On effectuera donc des
développements limités (ou perturbations) au voisinage de la sphére.

Soient Vj le volume de la Terre et Vg le volume d’un corps sphérique supposé étre
dans une configuration proche de celle de la Terre. Tout point & de V; est donc proche
d’un point a de V. On note alors x = z(a, 1) et a = z(a,0). La densité p(z(a,1),1) de
V1 en un point x est proche de la densité p(a,0) de Vj au point a.

En considérant les applications (ou évolutions) :

Vox[0,1] = V;

(a,t) — x(a,t),
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et
Vox[0,1] — R
(a,t) — p(z(a,1),1),

écrire les développements limités de p(z(a,1),1) et p(a, 1) au voisinage de la sphére. On

notera :

p
et dep =
t=0 ‘ at t=0

_dp
oip = at (14)

les perturbations lagrangienne et eulérienne au premier ordre de p.
Ecrire le développement limité de z(a,1) au voisinage de la sphére. On notera :

5—7

T (15)

t=0

le déplacement lagrangien au premier ordre.

Ecrire la relation qui lie les perturbations eulérienne et lagrangienne de premier
ordre.

Expliquer pourquoi la dérivée spatiale (par rapport a a) commute avec la per-

turbation eulérienne et pas avec la perturbation lagrangienne.

2.6 Potentiel d’une planéte quasi sphérique

partie 2 : perturbation et résolution de I’équation de Poisson

Pour connaitre les conditions aux limites sur la perturbation du potentiel, on
perturbera 1’équation de Poisson au sens des distributions et on 1’écrira en terme de
fonctions.

Résoudre I’équation de Poisson en développant la perturbation du potentiel en

harmoniques sphériques :

Sep(r,0,0) = Zéeso Y0, 6). (16)
On rappelle que les harmoniques sont des vecteurs propres du laplacien :

m W+1_,,,
a0 (0,6)) = LDy 0,0), (17)

Montrer que la hauteur du géoide s’écrit :

dep
N = . 18
p (18)
On définit p par :
4
9(r) = — 2 Gp(r)r: (19)

3
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Que représente p? Donner ’expression de N en fonction de p.
La variation relative de gravité sur le géoide s’écrit :

fqg _ (;’ + 2) 5o (20)
Donner les expressions de N et dg/g en fonction de p en supposant que le potentiel ne
résulte que des potentiels de simple couche de la surface et de I'interface crofite-manteau.
Comparer les ordres de grandeur de N et dg/g résultants du potentiels de simple couche
de la surface externe aux variations observées (N = 4 100 m, dg/g = + 107%). En
déduire un ordre de grandeur de I’épaisseur de la croiite. On prendra comme valeurs

numériques :

p(R) = 5515kg/m®  p(R) = 2800kg/m>® [p](crotte) = —500kg/m>. (21)

2.7 Deéveloppement du potentiel en harmoniques sphériques
Théoréme de McCullagh?

Calculer en un point M éloigné le potentiel gravifique d’un corps presque sphérique
de densité p et dans un repére centré sur le centre de masse O de la planéte occupant le

volume V.

Indications. Soit P décrivant l'intérieur du corps : OP = (z1,22,23), M le point po-
tentié : OM = (r1,72,73) 1 langle tel que OP.OM = ar cos 1. On rappelle quelques pro-
priétés des polyndomes de Legendre P, (cos)) et des harmoniques sphériques Y, (0, ¢) :

2 2z 22 an
<1 + P i coSl/J) = nzz;) <;> Py (cosy) (22)
— 1 m m(p/ /
P, (cos1p) = ] mzznn Y, (0,0)Y, (0, ¢") (23)
3cos? ¢ — 1 5cos? 1 — 3
Py =1; Pi(cost)) = cost; Pa(cosd)) = %P3<cosw> == 1”2 €SV (a4)
Y3 (1, A) = 3cospsintpcos \; Yo (¥, ) = 3cosepsine)sin \. (25)
On note I;; le tenseur d’inertie :
Iz = —/ prizz dV; I = —/ prize AV Iaz = —/ praxs dV; (26)
\% 1% 14
I = / p(z2 +22) dV; Iy = / p(zd +3) dV; Iz = / p(z3 +3) dV. (27)
|4 \% \%

3. D’aprés un TD de M. Greff-Lefftz & Strasbourg.
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2.8 Attraction d’un ellipsoide de révolution

Soit un corps ellipsoidal homogéne de demi axes a, b, ¢ suivant les axes de coordonnées
cartésiennes x, v, 2.

Comment s’exprime la gravité de ce corps en un point intérieur ro = (o, Yo, 20) 7
On considérera un repére sphérique centré en ry et on notera r, 8, A les coordonnées d’un
point dans ce repére sphérique. Donner ’expression de g fonction de ces coordonnées.

Calculer r(0, \) sur la surface de ellipsoide. En déduire g sous la forme d’inté-
grales doubles sur 0 et A.

L’ellipsoide est de révolution autour de ’axe z. Simplifier ’expression obtenue

en remarquant que certains termes sont nuls. On pourra montrer que r peut se mettre

_ 2_ in2 2 .
sous la forme r = TM + \/w avec L = 312—20 + Colfze , M = Z8cosAsinf +

2 2 2
Z%' sin Asin6 + 78 cosf et N = x"a# =+ z—g — 1 puis que, pour des raisons de symétrie,

fs\/@sinmjos)\ ds =0; fs\/@sinﬁsin/\ dsS =0; fS MQZNLCOSHCZS:

0.

Effectuer le changement de variable t = tg)\ et effectuer 'intégration sur ¢ pour
la composante ¢,. Effectuer le changement de variable u = c?tg?6.

En déduire les expressions des trois composantes de la gravité et celle du potentiel
de gravité.

On va chercher dans un autre exercice (« lellipsoide homogeéne ») sous quelles condi-

tions cet ellipsoide en rotation est figure d’équilibre hydrostatique.

3 Principes de gravimétrie

3.1 Attractions de corps simples

A l'aide du théoréme de Gauss, calculer 'attraction a I'extérieur des corps homo-
géne suivants : sphére, cylindre infini, plateau infini. Méme question & 'intérieur. Mémes
questions si les corps ne sont plus homogénes mais stratifiés.

Recalculer les attractions précédentes par un calcul direct de 'intégrale donnant
I’attraction ou son potentiel en fonction de la densité.

Recalculer les attractions précédentes en résolvant les équations aux dérivées
partielles sur ’attraction ou son potentiel.

Montrer que 'attraction d’un tore de rayon r, de section infiniment fine ds, de

densité p, s’écrit sur l'axe :

2 zZr
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En déduire que pour une plaque de rayon R :

z

) dz pour z > 0. (29)

Et pour 2 < 07

En déduire 'attraction sur 'axe d’un camembert.

3.2 Propriété de ’anomalie de pesanteur

Soit ¢ + dg la pesanteur en un point, supposée étre la somme d’une pesanteur de
référence (sans anomalie) et d’une perturbation (anomalie), avec ’hypothése que 1'ano-
malie est faible : ||0g]| < ||g]|. Par définition, ce qu’on nomme usuellement [’anomalie
de pesanteur est une perturbation du module? : 6g := ||§ + 04]| — ||]|. Pourquoi cette
définition est-elle pertinente du point de vue de la mesure ?

On note €, la verticale unitaire dans 1'état de référence : § = ||g]| €, . Montrer qu’au
premier ordre I’anomalie de pesanteur est égale a la perturbation du vecteur pesanteur

projetée sur cette verticale :
0g =0G - €. (30)

Nous nous servirons de cette propriété dans beaucoup d’exercices qui suivent.

3.3 Correction d’air libre

En faisant les approximations nécessaires calculer la pesanteur & une altitude h en

fonction de celle a altitude 0, de I'altitude h et du rayon terrestre R.

3.4 Accélération centrifuge®

Calculer la part centrifuge de l'accélération de la pesanteur a Lyon (45°N, altitude

200 m), et & Santa Barbara (35°N, niveau de la mer).

3.5 Anomalies de corps simples

Calculer, sur toute la surface, I’anomalie de pesanteur générée par une anomalie
sphérique de densité dans le sous-sol.

Méme question avec un cylindre infini d’axe horizontal.

4. Le signe := désigne une définition.
5. D’apres des TD de M. Lasbleis en 2012.
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Méme question pour un demi-plateau infini horizontal mais seulement & ’aplomb
du bord du plateau (on utilisera la symétrie de : un plateau = un demi-plateau + un
demi-plateau).

Exercice plus long et plus calculatoire. Calculer 'anomalie d’un demi-plateau
mais en tout point. Pour cela on commencera par montrer que la composante de I’at-

traction perpendiculaire & la surface est donnée par

p+h 400 pto0 dy
0g = Gop d dz 3737 (31)
b 0 S (- Xpryte

et on intégrera cette expression. On dessinera dg(z) et on montrera qu’on trouve bien

les résultats précédents en X = —o0,0 et +00. On donnera une expression approchée
quand h < p.
Calculer 'attraction, sur son sommet P, d’un cone a base circulaire de rayon a

et de hauteur h.

3.6 Effets de ’altitude et de la topographie

On considére un plateau horizontal d’altitude h, de densité uniforme p, et une falaise

verticale (fig. 4).

Ag, Agg Ag
X A X
; o |
Ny { x
Ag3 Ag4 Ago
FIGURE 4 —

Calculer par rapport a une station de référence (dgy = 0) située en plaine, loin de la
falaise, les variations de gravité :

- 0¢g1 sur la plaine, loin de la falaise, au sommet d’une tour légére de hauteur h.

- dgo sur le plateau, loin de la falaise.

- dg3 sur le plateau, loin de la falaise, mais au fond d’un puits de profondeur h.

- dg4 au pied de la falaise.

- 0g5 au sommet de la falaise.

AN.:h=40m, p=2,7.

6. D’aprés un TD de Guy Perrier en 1998.
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3.7 Attraction dans un puits

On mesure go en surface d'un puits et g, au fond d'un puits de profondeur p dans
un environnement de densité p. Exprimer (g, — go)/go en fonction de p et de la densité
moyenne de la Terre. En déduire une méthode pour déterminer la masse M de la Terre
(ou G). La précision de mesure est de 1 puGal. Est-ce que cela suffit pour déterminer

précisément M ou G 7?7

3.8 Anomalies a ’air libre et de Bouguer, 1.

On mesure ['anomalie brute 6g = —1515 mGal sur le Tibet (altitude 5000 m). Que

valent :
- la correction d’air libre,
- la correction de Bouguer,
- ’anomalie & ’air libre,
- anomalie de Bouguer ?

En déduire une estimation de I’épaisseur de la racine du plateau tibétain. L’isostasie

est-elle réalisée ?

3.9 Anomalies a l’air libre et de Bouguer, 1II.

Pour la pesanteur a la surface de ellipsoide de référence on donne la formule

approchée :
~ve(0) = 978,03267(1 4+ 0,0052789 sin? 0). (32)

Que signifie #7 En quelle unité est donné ici v7 Que vaut la pesanteur aux poéles et a
I’équateur de l'ellipsoide ?

On mesure sur la plateau des Andes (altitude 5 km, latitude -20°) une pesan-
teur Ymes = 977,18336 Gal (l'effet de la marée est retiré). Que valent les anomalies
de pesanteur a l’air libre et de Bouguer? A votre avis la croiite est-elle en équilibre

isostatique, pourquoi ?

7. Une grande expérience de ce type a été tentée dans les années 90 aux US afin de lever les doutes sur
la valeur de G déterminée par les méthodes de balance de torsion. On a utilisé pour cela un encaissant
de densité parfaitement controlé et on a trouvé G = (6.6873 £ 0.0094) x 10~ 'm3kg~'s™ (Schwarz et
al., 1998, Science, 282).
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3.10 Anomalie d’une faille

A l’aide du théoréme de Gauss calculer, en justifiant le calcul, I'attraction d’un

plateau de densité p et d’épaisseur h.

A c B
P, J R
p
c

FIGURE 5 —

On considére une faille verticale séparant deux milieux de densités p. et ps (figure 5).

Calculer, pour ce modéle « "anomalie gravimétrique » dg(B) que I'on mesurerait
sur le plateau loin de la faille et en prenant A comme point de référence pour la gravité,
c’est-a~dire dg(B) = g(B) — g(A).

Calculer numériquement cette anomalie en mGal avec h = 200 m, p. = 2,7,
ps = 2,06.

Sur le terrain on mesure 'anomalie dg,,(B) = 0,1 mGal. Comment l'interprétez-
vous ?

Calculer, pour le modéle « ’anomalie gravimétrique » d¢g(C') que I’on mesurerait
sur la faille. On commencera par déterminer I'attraction d’un demi plateau en son coin,

tout du moins sa composante perpendiculaire au plateau.

4 Interprétations de mesure

4.1 Campagne de mesures®

Calculer I'anomalie gravimétrique dg(x) produite a la surface du sol par une sphére
de rayon R, dont le centre est situé & une profondeur h, et de densité p. + dp ol p. est
la densité de la croute encaissante. L’axe des = est pris paralléle au sol et 1'origine est &
la verticale du centre de la sphére.

Au cours d’un campagne gravimétrique, on a observé, toutes corrections faites (lati-

tude, altitude et topographie), les anomalies suivantes :

8. D’aprés un TD de Guy Perrier en 1998.
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Xm) Y (m) g (mGal) X (m) Y (m) g (mGal)

100 300 0,40 500 500 1,04
200 300 0,63 600 200 1,34
300 200 0,95 600 300 1,53
300 300 1,04 600 400 1,36
300 400 0,95 700 200 0,94
400 200 1,35 700 300 1,03
400 300 1,52 700 400 0,95
400 400 1,35 800 300 0,63
500 100 1,03 900 300 0,40
500 200 1,53 1000 300 0,27
500 300 1,80 1100 300 0,18

500 400 1,53

La densité des terrains encaissants étant de 2,75, peut-on : localiser la masse anor-

male, déterminer sa forme, son volume, sa masse, sa densité, sa profondeur ?

4.2 Limite de détection de cavités

Sachant que la précision de mesure d’'un gravimeétre relatif est de 'ordre de 1 pGal,
déterminer la limite de détection d’une cavité souterraine sphérique en fonction de sa
profondeur et de son rayon.

On pourra faire la méme chose avec une cavité cylindrique supposée trés longue (que
signifie cette hypothése 7). Un bateau équipé d’un gravimétre en Manche peut-il détecter

la présence d’Eurotunnel 7 (I'hypothése de cylindre infini est-elle justifiée 7)

4.3 Gravimeétrie souterraine”’

On a fait les mesures suivantes de pesanteur dans des galeries de mines :
. go = 9,803198m/s? en surface,
. g1 = 9,804179m/s? & la profondeur h; = 700 m,
. g2 = 9,8044524m /s? & la profondeur hy + hy = 1000 m.
Entre la surface et la profondeur h; la densité est de pi, elle est de p2 en dessous.
Exprimer g1 — go et g2 — go en fonction des autres données du probléme. En déduire
p1 et pa.
Le bassin houiller est celui de La Mure prés de Grenoble. La valeur théorique de la

pesanteur & cette latitude est de 9,80620m/s2. Sachant que la mesure la plus profonde

9. D’aprés un examen de G. Perrier en 2002.
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correspond & une altitude nulle, quelle est I’anomalie de Bouguer a cet endroit 7 Comment

peut-on interpréter ce résultat ?

4.4 Isostasie océanique '’

Proposer un calcul de I’épaisseur de la la crofite océanique considérant la figure 6. On
supposera les densités des différentes couches : 3,3 pour le manteau, 2,8 pour la crotite
océanique, 2,7 pour la crotite continentale, une épaisseur de crotite continentale de 35 km

et une profondeur de 'océan de 4000 m.

s
°.
o [P |

FIGURE 6 — Schéma d’océan.

4.5 Lithosphére océanique, I.

Quelle est la température moyenne de la lithosphére océanique ? Sachant que 'ex-
pansivité thermique de I’asthénosphére est a = 3.107° K~! et sa densité 3200 kg/m?
déterminer la densité moyenne de la lithosphére océanique. En déduire 1’épaisseur de la

lithosphére océanique 14 ou le plancher océanique est 2 km plus bas que la dorsale.

4.6 Lithosphére océanique, II. !

Le but de cet exercice est d’obtenir une relation entre la profondeur du fond océa-
nique et la distance a la dorsale océanique. La crotlite océanique est formée au niveau
des dorsales par fusion partielle des roches mantelliques, puis se refroidit au contact
avec I’eau de mer en méme temps qu’elle se déplace horizontalement. Ce refroidissement
par conduction affecte a la fois la crofite océanique et la partie la plus superficielle du
manteau, I’ensemble formé par la croiite et le manteau froid définissant la lithospheére

océanique. On note p; la masse volumique moyenne de la lithosphére (crotite + manteau

10. D’aprés des TD de M. Lasbleis en 2012.
11. D’apres I’examen posé par Renaud Deguen, L3, 2015.
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froid), py, la masse volumique du manteau sous-jacent, peqy la masse volumique de l'eau,

ho la profondeur du plancher océanique, et h; I’épaisseur de la lithosphére.

Az

YR

ho(z =0)

océan, Pean

lithosphére, p;

manteau, pm,

En supposant que la lithosphére océanique est & ’équilibre isostatique, exprimer
la profondeur du plancher océanique h,(t) en fonction de la profondeur h,(z = 0) du

plancher océanique au niveau de la dorsale et des autres variables du probléme.

On admettra que ’épaisseur h; de la lithospheére océanique est liée a son age t via la

relation

Kt

h(t) = 4 ()é , (33)

™

ol 'origine des temps ¢ = 0 correspond a la formation de la crofite océanique au niveau
de la dorsale, et ott x est la diffusivité thermique. On suppose que la masse volumique
des roches lithosphériques varie avec la température selon p = pp,[1 + (T, — T)], ou
a le coefficient d’expansion thermique, T' la température dans la lithosphére et T;, la
température du manteau sous-jacent.

En supposant que T' varie de maniére linéaire entre T}, & sa base et Ty au fond
de 'océan, que vaut la masse volumique moyenne p; de la lithosphére? En déduire une
expression donnant la profondeur de I'océan en fonction de I’age de la lithosphére, puis
en fonction de la distance x a la dorsale en supposant une vitesse d’expansion océanique

V' constante.

4.7 Anomalie du géoide, application en domaine océanique

Montrer que pour une perturbation du potentiel U par rapport & une situation
de référence, la hauteur du géoide vaut N = §U/g. Rappeler I'expression du potentiel

de gravité en fonction de la densité. En faisant une moyenne circulaire autour du point
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d’intégration montrer que la perturbation de potentiel d’un terrain plat s’écrit :
+oo +oo r
=2 : 4
oU = 7rG/ / 7“2 o dr dz (34)
En supposant que la densité varie peu en r, en intégrant, et en supposant l’isostasie,

montrer que :

+oo
N = 277967 zdp(z) dz. (35)
0

La densité de ’eau est pe, la densité de ’asthénosphére sous ’axe d’une dorsale
est pg = 3,3, loin de la dorsale la densité supposée constante de la lithosphére est p, son
épaisseur H, sa profondeur par rapport a ’axe est A. En supposant l'isostasie, déterminer
h en fonction des autres paramétres, puis IV en fonction de h. Sachant que 1’observation

donne N/h = 5,2 m/km donner I'épaisseur de la lithosphére.

4.8 Montagne conique '?

Rappeler 'attraction d’un céne en son sommet.

On suppose que le cone est posé sur la surface d’une sphére de densité moyenne
A et de rayon R grand par rapport aux dimensions du cone. Calculer 'attraction globale
g1 au sommet du coéne en fonction de I'attraction g, de la sphére sans cone a sa surface.
En déduire une expression de la densité moyenne A de la sphére en fonction de g,, g1,
p, h, R et de 'angle au sommet du cone.

Le Fujiyama est un volcan dont la forme est trés voisine d’un coéne de hauteur
3 800 m et d’angle au sommet 138 degrés. On supposera qu’il est posé sur un géoide
sphérique de rayon 6371 km. La masse volumique moyenne des roches du volcan est
estimée & 2120 kg.m 3. L’attraction newtonienne mesurée sur la sphére loin du volcan et
4 son sommet est respectivement 9.7984 et 9.7886 m.s~2. Quelle serait la valeur moyenne
de la densité de la Terre? On estime en fait, par d’autres moyens, cette valeur & 5515

kg.m 3 : comment peut-on interpréter le résultat numérique obtenu ?

4.9 Concavité du géoide

Lorsque j’étais étudiant, aprés que nous ayons dessiné un « creux » du géoide '

notre professeur de géodésie nous avait fait remarquer que le creux dessiné n’était un

12. D’aprés un TD de M. Greff-Lefftz & Strasbourg.
13. On voit par exemple dans les livres une coupe du géoide suivant un méridien terrestre qui fait

apparaitre une sorte de poire dessinant un creux au niveau de I’Antarctique ; quant & nous nous avions

représenté ’harmonique sphérique zonale de degré 3 du géoide qui posséde aussi une forme piroide.
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creux que parce que la déformation était exagérée sur notre dessin. Le soir méme, faisant
quelques rapides calculs, je m’étais convaincu qu’il avait raison : le géoide est en réalité
toujours convexe, les creux ne sont des creux que si on les représente par rapport ¢ une
surface elle-méme convexe comme [’ellipsoide de référence ou la sphére.

En utilisant les figures 7 montrer que le géoide est partout convexe (on ne demande

pas une démonstration exacte mais numérique).

GRIMS5-S1 Geoid (2=6378136.46m, 1/f=298.25765) in meter

-116100-90-80-70-60 -50-40-30-20-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

FIGURE 7 — Géoide ; Coupe d’un morceau de Terre.

4.10 Isostasie, soulévement et subsidence '

Rappeler la relation entre topographie et épaisseur de racine dans le cas de 1’équilibre
isostatique.

Il y a 350-300 Ma la chaine hercynienne était comparable & ’'Himalaya (h = 8000 m).
En supposant que la croiite est en équilibre isotatique, a I'actuel comme a ’hercynien,
que pouvez-vous dire sur les roches que l'on trouve actuellement dans le Massif Central
a une altitude de 1000 m ?

Soit un bassin de 1000 m de profondeur, avec un taux de sédimentation constant de

0.5 mm/an, combien de temps faut-il pour combler ce bassin ?

4.11 Deéviation de la verticale

On considére une montagne en forme de demi-sphére (cf. fig. 8) et I'attraction qui en
résulte. L’altitude de la montagne est h = 5 km, sa densité est celle de la crotite p. = 2, 7.
On note gg le champ de pesanteur « moyen », c’est-a-dire sans la montagne, & altitude

nulle (h = 0) et g = go + dg le champ avec la montagne. Le champ gg = 9,82 ms~2 est

14. D’aprés un TD de Guy Perrier en 1998.
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da a Pattraction de la Terre sphérique. On prendra G = 6,673.107' m? kg™! s=2 pour

valeur de la constante de gravitation et R = 6371 km pour le rayon de la Terre.

dg h

X

£

FIGURE & — Déviation de la verticale.

Déterminer la composante horizontale dg, au point O de I'attraction due a la
montagne (indication : une sphére = 1/2 sphére + 1/2 sphére et on utilise la symétrie).

On appelle déviation de la verticale ’angle 8 entre gg et g. Calculer 6 au premier
ordre en fonction de gy et §g. En déduire 6 en fonction de la densité moyenne de la Terre
p, de p¢, h et R.

On mesure § = 5.107° radians. Quel peut-étre le principe d’une telle mesure ?

Que pensez-vous du résultat obtenu ?

4.12 Interprétations d’anomalies gravimétriques

La figure 9 montre I'anomalie a air libre, la bathymétrie et un modéle de
structure lithosphérique sur un profil traversant la dorsale médio-atlantique. Commenter.

La figure 10 représente I'anomalie de Bouguer sur la France. Commenter et
établir un profil NO-SE de crotte.

Commenter en deux pages maximum la carte globale de pesanteur, fig. 11 (si-

gnification, mode d’obtention, conséquences sur l'intérieur de la Terre, etc).

4.13 Anomalie de Bouguer !¢

15. Figure issue du livre Fundamentals of geophysics, de W. Lowrie.
16. D’aprés un examen de G. Perrier en 2003.
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Fig. 2.58 Free-air gravity
anomaly across the Mid-
Atlantic Ridge near 46°N,
and the lithospheric density
model for the computed
anomaly (after Keen and
Tramontini, 1970)
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FIGURE 9 — Profil gravimétrique ™.
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FIGURE 10 — Anomalie de Bouguer.
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| | | ! | | | [ F. Chambat, ENS-Lyon, 2004
(from EGM96 model)
-300.0 -80.0 -60.0 -40.0 -20.0 0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 300.0

Gravity (mGal)

FIGURE 11 — Anomalies de pesanteur a Uair libre

On veut calculer 'anomalie de Bouguer en deux points de mesure trés proches 'un de
I’autre et situés dans une région montagneuse ot les variations de relief sont importantes
sur de courtes distances (par exemple massif du Mont-Blanc). On se place a la latitude
de 45°.

On appelle h Paltitude des stations, p la densité moyenne du massif supposé homo-
géne, R le rayon moyen de la Terre, v la valeur théorique de la pesanteur sur le géoide, G
la constante de la gravitation universelle. Les corrections topographiques sont exprimées
sous la forme TOP =T p ot T est un facteur topographique.

Donner l'expression théorique de la correction a l’air libre CAL (on prendra
par la suite CAL = 0,3086 mGal/m h) puis celle de ’anomalie de Bouguer dgp en une
station d’altitude h, en fonction de la valeur de g mesurée (g,,), de v, h, R, p, G et Tp.

Les mesures effectuées donnent les résultats suivants :

Station N°1 :
h=1000 m g, = 980310,2mGal ~ = 980619,2 mGal T = 0,01273 mGal/(kg/m?)
Station N°2 :
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h=3700m g, =979722,5mGal v = 980619,2 mGal T = 0,03577 mGal/(kg/m?).

Les stations étant trés proches, on se place dans ’hypothése ou I’anomalie de Bouguer
est identique. Montrer qu’il est possible, a partir de 'expression de dgp de déterminer
la valeur de p (qui servira a calculer les corrections effectuées lorsqu’on élimine le relief
situé entre la surface topographique et le géoide) a partir d’une relation linéaire que ’'on
établira. Calculer la valeur numérique de p a partir des valeurs données au-dessus.

On prendra G = 6,673.107!! s.i. (attention si vous travaillez en mGal!). La précision
des calculs sera le 1/10éme de mGal.

Calculer dgp dans les deux cas. L’hypothése de départ était-elle justifiée ?

4.14 Les Mascons de la Lune !’

On a observé sur la Lune de fortes anomalies positives de masse souvent associées a
des bassins circulaires.

Expliquer comment on a pu observer ces anomalies.

Expliquer briévement pourquoi on a baptisé ces anomalies mascons (= mass

concentrations).

On considére par exemple le bassin représenté sur la figure 12 (sous le point P’)
ainsi qu'un plateau d’altitude h (point P). Le bassin a une profondeur hy et sa base
est constituée d’un remplissage basaltique d’épaisseur h; et de densité p;. En dessous la
crotlite a un épaisseur H et une densité p.. De part et d’autre la cro ° te a une épaisseur D
et une densité p.. La densité p,, du manteau sous-jacent est également homogéne. On
appelle R le bombement du Moho. On prendra h = 1 km, hg = 3,2 km, h; = 6,4 km,
p1 = 2900 kg/m3, p. = 2800 kg/m?, p,, = 3300 kg/m?, G = 6,673.10~ " m3 kg~! s72.

Rappeler 'expression de la pesanteur gg a la surface d’une planéte considérée
comme sphérique en fonction de sa masse.

Sachant que le rapport de la masse de la Terre & celui de la Lune est de 81 et
que le rayon lunaire est de 1738 km donner la valeur de cette pesanteur moyenne gg a la
surface de la Lune.

Quelle serait ’anomalie de pesanteur mesurée au point P situé sur le plateau?
On prendra comme station de référence (anomalies et altitude nulles) un point situé en
surface loin du bassin et loin du plateau (point M). On considérera que le point P est loin
de la falaise : que nous permet cette hypothése ? On donnera les anomalies de pesanteur

en mG@Gal.

17. D’aprés un examen de G. Perrier en 1999.
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FIGURE 12 —

Quelle relation entre hg, h1, R, p1, pe, pm exprime que le bassin est en équilibre
isostatique ? En déduire la valeur de R.

Quelle seraient, dans ce cas, les valeurs des anomalies & lair libre et de Bouguer
au centre du bassin (au point P’)? On supposera que le bassin est assez étendu pour

pouvoir utiliser la formule du plateau.

4.15 Gravimétrie en mer '®

On veut tester lefficacité de la prospection gravimétrique pour repérer certaines
épaves qui reposent au fond de la mer. Pour cela, on dispose d'un gravimétre embarqué
a bord dont la précision est de 5 microgals.

Pour simplifier les calculs, on suppose que les épaves recherchées sont de forme cy-
lindrique trés allongée, de rayon R et de masse volumique p; = 1420 kg/m?, reposant
sur le fond de la mer a la profondeur A = 125 m. La masse volumique de l'eau est
po = 1020 kg/m3.

En appliquant le théoréme de Gauss, montrer que ’anomalie gravimétrique en
surface (dans un plan perpendiculaire a I’axe du cylindre) s’écrit sous la forme :

dg = GAf(X,h,R) ou X représente la distance entre la projection horizontal de
I'axe du cylindre et le point de mesure en surface, avec G = 6,67310~!! s.i. Donner
I'expression de f(X,h, R) et expliciter la valeur de A.

On se place en X = 0. Exprimer d¢(0). En déduire la valeur minimale de R

pouvant étre détectée.

18. D’aprés un examen de Guy Perrier.
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4.16 Rebond post glaciaire, 1.

Sachant que 'anomalie actuelle sur I’Est Canadien est d’environ —50 mGal, de com-

bien de métres la surface peut-elle encore remonter ?

4.17 Rebond post-glaciaire, II.

Avec le systéme de satellites GRACE on a pu mesurer les variations temporelles de pe-
santeur sur Terre. On donne dans la figure 13-haut ces variations dans la Baie d’Hudson.
On donne également I’évolution du niveau de la mer relatif mesuré au point d’observa-
tion b, dit Golfe de Richmond (figures du bas).

Calculer & quelle vitesse de remontée crustale au niveau du Golfe de Richmond cor-
respond la variation temporelle de pesanteur observée. Comparer avec la variation du
niveau de la mer en ce point. A votre avis, en quoi les deux observations sont-elles

complémentaires et non redondantes ?

4.18 Isostasie du Tibet, I. Hypothése du plateau infini

Le plateau tibétain (largeur 2000 km, hauteur 5 km) est assimilé a un plateau
infini. En prenant p = 2,7 calculer I’anomalie qu’il crée a sa surface.

On mesure 6g = —1515 mGal & 5000 m d’altitude. Quelle est 'anomalie & air
libre correspondante? Comparez a la valeur trouvée a la question précédente; qu’en
concluez-vous ?

On considére maintenant une racine crustale assimilée a4 un plateau infini et de
topographie A’ (figure 14-droite). Calculer 'anomalie totale créée par le plateau tibétain
et la racine. En prenant p,, = 3,2 pour la densité du manteau calculer cette anomalie en
mGal pour les valeurs suivantes de i’ : 10, 20, 30, 40 km. A l'aide de l’anomalie & Dair
libre observée en déduire une estimation de 1’épaisseur crustale a cet endroit.

Que vaut cette épaisseur si on suppose l'isostasie « parfaite », ¢’est-a-dire que le

« poids des colonnes de matiére » est égal. Qu’en concluez-vous ?

4.19 Isostasie du Tibet, II. Hypothése du plateau cylindrique

Soit ¢ la gravité au dessus et au milieu d’un plateau cylindrique (point M sur
la figure 14-gauche). Pourquoi g est-il dirigé suivant 'axe des z? On notera § = —gé,.
Exprimer 7’ et cos A en fonction des autres quantités.

Rappeler quelle est I'expression générale de la gravité g d’un corps occupant

un volume V en fonction de sa densité. En déduire, avec les notations de la figure,
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FIGURE 13 — En haut : variations temporelles de pesanteur en pGal/an. En bas, gauche :
sites de mesures du niveau de la mer relatif. A droite : niveau de la mer relatif au site de
mesure b (Golfe de Richmond) en métres en fonction du temps en millier d’années ; les
points représentent les mesures, les courbes deuz différents modéles de rebond. Source :

Paulson et al., 2007, G.J.I. 171.

I’expression de la gravité du cylindre en fonction de sa densité p supposée constante.

En déduire que :

b+h—z
g:Gp/ dv 36
(r2+ (b+ h — 2)2)%/? (39)

En coordonnées cylindriques cela s’écrit :

R rh 2w _
g:Gp/ / / brh==2 357 df dz dr (37)
o Jo Jo (”24(b+h—2)2)Y
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FIGURE 14 —

En intégrant successivement les trois intégrales montrer que :

g=2mGp (h+ VR +12 ~ VR + b+ 1)), (38)

Reprendre le probléme précédent du plateau Tibetain en ne considérant plus

cette fois le plateau comme infini mais comme cylindrique de diamétre 2000 km.

4.20 Isostasie du Tibet, ITI. Hypothése du plateau rectangulaire

Attraction d’un plateau S0E wE SOE WE 100°E H0'E 1208

de 5 x 1000 x 5000 km, sans racine ou avec racine compensée o
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Attraction a alt. cste corresp. a Ialt. du plateau (mGal)
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Distance (km) Gravity anomaly (mGal) corresponding to EGM96

FIGURE 15 —

On sait calculer facilement de fagon numérique 'attraction d’un plateau en forme
de parallélépipéde rectangle. En figure 15-gauche on donne le résultat de ce calcul sur
un profil passant au centre du plateau tibétain. Reprendre le probléme précédent du
plateau Tibetain a la lumiére de cette figure. Comparer avec les anomalies observées,

figure 15-droite.
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4.21 Isostasie de Olympus Mons : hypothése du volcan conique !°

On s’intéresse a 'anomalie de gravité d’Olympus Mons, un volcan martien dont le
sommet culmine & plus de 22 km au dessus de sa base. On donne ci-dessous une carte

de 'anomalie & 'air libre de la région d’Olympus Mons d’aprés le modéle MGM2011.

anomglie al'air libll'e (MGM201.1) [mgal]

0
24 =5 2500
221 2000
a0
201 o 3
= " 1500
CHNERY
= 1000
~ 161
R 500
14 , 7 /
o . 0

-140 -135 -130
Longitude [deg] \Z

Le champ de gravité a la surface de Mars a été estimé gréce a la sonde Mars Glo-
bal Surveyor. Expliquez qualitativement le principe de mesure des anomalies de gravité

a la surface d’une planéte & partir d’'une sonde en orbite.

Olympus Mons a une forme proche d’un coéne de révolution, et on le modélise par un
cone de hauteur h = 22 km et de rayon a sa base R, = 300 km. On va obtenir l'attraction
de gravité au sommet de ce cone en le décomposant en une superposition de plateaux
cylindriques d’épaisseur dz, dont on sommera ensuite les contributions.

Soit ¢ la gravité sur 'axe du cone. Pourquoi ¢ est-il dirigé suivant 1’axe des z 7
On notera § = —gé,. Exprimer 7’ et cos A en fonction de r et z.

Rappeler quelle est ’expression générale de la gravité § d’un corps occupant un
volume V' en fonction de sa densité.

En déduire que la gravité sur 'axe d’un cylindre de rayon R(z), d’épaisseur dz

et de densité p est donnée par

R pr27 p
dg = Gpdz / / — = dr df. 39
o Jo (r2422)%? (39)

19. D’apreés I’examen posé par Renaud Deguen, L3, 2015.
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En calculant I'intégrale, montrez que

1
dg=27Gph (1 — —— . 40
1+ (Ry/h)? (40)

Exprimer R en fonction de Ry, et z, et intégrer I’expression précédente en z pour
en déduire que 'attraction au sommet du coéne est donnée par

z

Quelle formule retrouve t’on si 'on fait tendre R/h vers 'infini ?
Comparez ’anomalie observée avec la prédiction du modéle. On pourra prendre
p = 2900 kg/m?. La topographie d’Olympus Mons est-elle compensée ? Discutez quali-

tativement ce que cela implique pour la crotite Martienne.

5 Textes historiques

5.1 Newton

PROPOSITION XVIIL. THEOREME XVL

Les axes des planetses font plus petits que les rayons de leurs

équatenrs,

Si les planettes n'avoient point le mouvement journalier de
rotation autour de leur axe, clles devroient ére fphériques 3
caufe de Iégale gravit¢ de leurs parties. Le mouvement de rota-
tion fait que les parties qui s'éloignent de Faxe font efort pour
monter vers 'équateur. Et par conféquent, fi la martiére dont elles
font compofées étoit fluide , fon élévation vers Iéquateur augmen-
teroit le diamétre de ce cercle, & fon abbaiffement vers les Pdles
diminueroit Iaxe. Auffi les obfervations aftronomiques nous ap-
prennent-elles que dans Jupiter le diaméere qui va d’un péle 2
Yautre eft plus court que celui qui va de I'Orient A I'Occident.
Par le méme raifonnement, on verra que fi notre terre n’étoit
pas un peu plus haute & I'équateur quaux péles, les mers s’affaifs
fant vers les péles , & sélevant vers Féquateur inonderoient
toutes ces régions.

FIGURE 16 — Extrait des Principia.

Expliquer et commenter la proposition donnée en figure 16, extraite des Principia?°,

le grand ouvrage de Newton.

20. Philosophiae naturalis principia mathematica, Londres, 1687 ; 2e éd. R. Cotes, Cambridge, 1713
3e éd. H. Pemberton, Londres, 1726. Traduction frangaise par Mme la Marquise du Chételet : Principes

mathématiques de la philosophie naturelle, Paris, 1759.
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5.2 Observations du pendule par Richer

En utilisant I'observation faite en 1672 par Richer (fig. 17) déterminer la valeur de
la pesanteur en m/s? & Paris et Cayenne. La différence peut-elle étre attribuée a la force
centrifuge ? On donne : 1 pied = 12 pouces (32,483 cm) ; 1 pouce = 12 lignes (2,707 cm) ;
1 ligne = 12 points (0,226 cm). Sachant que la pesanteur varie au premier ordre comme
() = Ye(1+asin? ), déterminer numériquement & ainsi que la pesanteur aux poles et
a I’équateur. En déduire I'aplatissement « de la Terre ; on donne la formule de Clairaut :

a+a= %QTQG ou (2 et a sont la vitesse angulaire de rotation et le rayon équatorial de la

(=3

Terre.

320 Ops”mgw’pg'r_xo'us' AST‘R’ONOM.-'ET,PMS; -
spsprpspepspspaspspgspsspespriare sy
. CcHAPLTRE X 0
OBSERVATIONS PHYSIQUES.

S R e T T T
‘. . .Dela lowguenrdn Pendule & fecondes de temps.... -
*Une des plus confidérables Obfervations que jal

L faites, eft celle delalongueur duiPendule 4 fecondes

. ‘detemps, laquelle s’eft trouvée plus courte en Cajenne
w'a Paris: car la méme mefure qui avoit été marquée én

ce licu-1d fur une verge de fer, fuivant la longuenr qui
séroir rrouvée néceflaire pour faireun Pendule a fecondes
de temps, ayant été apportée en France ; & ‘comparée
avec celle de Paris, leur difference a été trouvée dung
ligne & un quare, dorit celle de Catenne€ft: moindre que
celle de Paris, laquelle eft de' 3. pieds 8. lignesi. Cette

- Obfervation a éré réiterée pendant dix mois entiers , o
il ne s’eft point paflé de femaine qu’elle wait éc¢ faire plu-
ficurs fois avec beaucoup de foin. Les yibrations du Peny
dule:fimple dont.on-& fervoir ; éroient forr petites; &
duroien, fort fenfibles jufques 4 cihquante-deux minytes
detemps, & ont €eé .comparées d celles d'une. Horloge
rres --exgellente, dont les vibrations marquoient Jes fes
condes dgtemps, } ) Sidadyy

FIGURE 17 — Euxtrait des Observations astronomiques et physiques faites en l'isle de
Calenne, Richer, 1679.

5.3 Bouguer, le premier gravimétricien ?

Expliquer et commenter le texte donné en figure 18. Indications : Bouguer a réalisé
des mesures de pesanteur avec un pendule battant la seconde. A est la densité moyenne de
la Terre, d celle des roches de surface, h est 'altitude de Quito (Equateur). On indiquera
notamment quel est le résultat fourni par cette observation. Ce résultat est-il éloigné de

la valeur connue actuellement ?
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- go. L'expérience nousa far wrouver une diminutior:
d'une 13317 partie fur la longueur du pendule ou.l"ur_'
Ia pefanteur, lorfgw'on monte du bord de la Mer Jlir{:-
qud Quito. La fraftion 75+ répond donc 2 ahA—3hd
compatée & »A qui exprime la. pefanteur ao borr;l tie- :
o P

fa Mer, Ceft-h-dire que nous avons w57 ==—", " «
; . ) W

EtGix _,_lla-glac_e.: d_:_a - Rous mcitons lerapport 55 que
nots foursit 1a hputent. de Quito comparde au rayor

1%
de notte Globe,nousavrons —>2 LIV S e LAY 30

ET T TR N

nous.en-déduifons M= 5% A, cc quinous apprend que

23 Coigtlelit:r.e du-'Pétou-i._j ';fcmlg_réf toutes les maticre®
méalligoes qolelie contient, n'a pasle quare de la denr
ieé qu'a Uintérieur de fa Terre, | a
FIGURE 18 — Extrait de La figure de la Terre, 1749, par Pierre Bouguer, qui peut étre

considéré comme le premier essai de gravimétrie.

5.4 Premiére estimation de la masse de la Terre par Bouguer

Dans La Figure de la Terre, 1749, pp. 357-364, écrit suite a son expédition en Equa-
teur pour déterminer la longueur d’un degré de méridien, Bouguer donne pour la premiére
fois une méthode d’estimation de la densité moyenne terrestre, et donc indirectement de
la masse de la Terre, ou de la constante de gravitation. Nous allons reprendre les valeurs

numeériques qu'il a déduites de ses observations en Equateur 2!

On prendra R = 6371 km pour le rayon de la Terre et on notera G la constante de

gravitation. Les questions sont en grande partie indépendantes.

Soit un cylindre infini, de section rectangulaire dz x dz et de densité p. A I’aide du
théoréme de Gauss ([5G -7 dS = —47wG [, p dV) exprimer I'attraction de ce cylindre
en fonction des données du probléme et de la distance r & ce cylindre. La section du
cylindre sera prise infinitésimale si bien qu’on pourra considérer I’attraction & symétrie
cylindrique.

On cherche Iattraction sur le plan de symétrie 22 d’une « planche », infinie suivant
I’axe y, et d’épaisseur dz. En projetant 'attraction de chaque cylindre infinitésimal sur

I’axe Oz, en déduire I'expression de cette attraction. On rappelle la primitive :

de/z
/1—%(95/2)2 = arctan(z/z). (42)

En déduire que 'attraction au sommet d’une chaine de montagnes en forme de

21. Nous proposons donc ici un commentaire détaillé de 'extrait reproduit en figure 18.
22. C’est-a-dire au point O de coordonnées x = 0, y = 0 sur la figure 19, gauche.
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2

prisme 23, infini suivant I’axe y, et de hauteur h, s’écrit

g = 4Gpah. (43)

Pour interpréter ses mesures faites dans la Cordillére des Andes, Bouguer a
considéré le cas ou « est égal a 7/2. A votre avis pourquoi a-t-il fait cette hypotheése ?
Est-elle légitime ? Quelle formule connue retrouve-t-on dans ce cas?

On prendra désormais g,, = 2nGph pour I'attraction de la Cordillére en son sommet.
On note go la pesanteur au niveau de la mer (altitude h = 0), assez loin de la chaine, et
g1 la pesanteur au sommet de la Cordillére (altitude h).

Exprimer g1 en fonction de g, et des autres paramétres du probléme. Comment
appelle-t-on les termes de cette relation ?

Exprimer go puis (go — g1)/90 en fonction de la densité moyenne de la Terre p,
de son rayon R et des autres paramétres du probléme.

Bouguer fait des mesures de pendule en ces deux points et trouve « une dimi-
nution d’une 1331™€ partie sur la longueur du pendule ... lorsqu’on monte du bord de
la Mer & Quito. ». A I’époque on ajustait en effet la longueur du pendule pour qu’il
batte toujours la seconde. Que vaut approximativement (go — g1)/g0? On rappelle que
la période d’oscillation du pendule est 277\/5/79 ou £ est la longueur du pendule et g la
pesanteur.

Il prend par ailleurs A = 2,85 km. Qu’en déduit-il pour le rapport p/p?

A laide des deux valeurs gop = 9,82 ms~?2 pour la gravité de la Terre sphérique
et G = 6,673.10711 m3 kg=! s72, que trouve-t-on actuellement pour 5? Comparer & la
valeur que Bouguer aurait trouvé en prenant une valeur « raisonnable » de la densité de

la montagne.

0 X 0 X
///\ \\\ \
; ’ o T o
e 4 - AN
B i I\ dz
P = dx N
. a AN
,// \\\ Z:h
i i =
b
z z
FIGURE 19 —

23. C’est-a-dire au point O sur la figure 19, droite.
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5.5 [Estimation de la masse de la Terre par Maskelyne

Dans La Figure de la Terre (1749), Bouguer donne pour la premiére fois une esti-
mation de la masse de la Terre basée sur 'observation de I'attraction des montagnes. Il
utilise deux types de données : des observations de pesanteur et des observations de dé-
viations de la verticale. Toutes deux donnent des valeurs qui semblent trop importantes
pour la masse de la Terre (ou trop faibles pour la masse de la montagne). En 1774,
Maskelyne, un astronome britannique, reprend la méthode de déviation de la verticale et
'applique & une montagne bien plus petite, le Mont Schiehallion en Ecosse 24. Il observe
des étoiles au méridien, en deux points situés au Sud et au Nord, sur les flans de cette

montagne. Celle-ci posséde une créte Est-Ouest et des flancs Nord-Sud raides

Braes of Foss

Un extrait du texte de Maskelyne est donné en figure 20.
Quelle masse de la Terre peut-on en déduire ?

Données : Un pied (ft) = 30,48 cm. Volume d’une pyramide de base quelconque : V =

%A h ot A est I'aire de la base et h est la hauteur de la pyramide.

24. Maskelyne, Nevil (Rev.) : A proposal for measuring the attraction of some hill in this
kingdom by astronomical observations, Phil. Trans., 1775, p. 495-499. An Account of observa-
tions made on the mountain Schehallien for finding its attraction, Phil. Trans., 1775, p. 500-
542. Textes traduits partiellement en frangais dans Uzan Jean-Philippe, Lehoucq Roland, 2005,
Les constantes fondamentales, Belin, Paris. On peut aussi lire un résumé des résultats ici :

https://fr.wikipedia.org/wiki/Masse_de_la_Terre#Expériences_de_Maskelyne_au_Mt._Schiehallion.
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bafe in Rannoch as moft to be depended on. Hence, by
the calculation of the two triangles formed by the two
carns and the two ftations of the obfervatory, the diftance
between the parallels of latitude pafling through the two
ftations comes out 4364,4 feet, which, according to M.
BOUGUER’s tableof the length of adegreein thislatitude of
56° 40/, at the rate of 101,64 Englifh feet to one fecond,

anfwers to an arc of the meridian of 41.’2,94.. The other
feries of triangles carried acrofs the hill, gives the fame
diftance of the parallels only 1o feet lefs, and confe-
quently the arc of the meridian only {;th of a fecond
lefs. Thus the difference of latitude found by the aftro~
nomical obfervations, comes out greater than the differ-
ence of latitude anfwering to the diftance of the parallels,

the former being 5:;.,6, the latter only 4”9‘.,94. The

difference 11,6 is to be attributed to the fum of the two
contrary attractions of the hill,

FIGURE 20 — Extrait de la page 531 de Makelyne (1775) op.cit.
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6 Forme de la Terre, mécanique céleste

6.1 Masse et sphéricité de la Terre

La Lune orbite autour de la Terre en 27 jours a une distance de 384 000 km. En
déduire une valeur approchée de la masse de la Terre. Donnée : G = 6,67.107 ! kg~ !m3s—2.

Calculer la contrainte verticale due au poids des roches a la base d’une montagne
de hauteur h & bords verticaux. Pourquoi peut-on considérer que la contrainte horizontale
est nulle ? Sachant que le déviateur de contraintes supportable par une roche prés de la
surface est de l'ordre de 3 kbar déterminer la hauteur maximale d’'une montagne sur
Terre. Et sur Mars ?

Comment varie cette hauteur avec la taille de la planéte 7 En déduire qu’a partir d’une
certaine taille (dont la valeur n’est pas bien définie) une planéte est quasi sphérique. La
valeur que vous trouvez peut-elle étre confirmée par I'observation ?

En considérant qu’un homme peut supporter une charge de 200 kg, c’est-a-dire qu’un
os de 5 cm de diamétre résiste & un poids de 'ordre de 100 kg, calculer la contrainte
de rupture d’un os. En schématisant un étre vivant par un cube sur un pilier de section
carrée, en déduire la taille maximale d’un étre vivant. Pourquoi les araignées ont-elles de

fines pattes et les éléphants des grosses?

6.2 Aplatissement de la Terre

Dans un premier temps on suppose la Terre sphérique. Donner I'expression de
sa gravité gg a l'extérieur en fonction de sa masse M et de la distance au centre r.

Soit, en coordonnées cartésiennes, w?(z,y,0) = grad (#) I’accélération cen-
trifuge due a la rotation de la Terre autour de I'axe des Poles. Quel est leffet de cette
force sur la forme de la Terre ?

Pourquoi peut-on écrire la pesanteur sous la forme § = gradW, ol le potentiel

de pesanteur est donné par :

M 2,.2
W0y = M L@

r

sin? @ (44)

avec 0 la colatitude.
Nous allons chercher la forme de la surface W = constante. Pourquoi 7 En notant

GM/r, la constante, montrer que cette surface est donnée par :

2.3
W Tp

2GM

r=rp+ sin? 0. (45)
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Pourquoi peut-on mettre cette relation sous la forme r = r,(1 + esin? ) avec

2
wWoTrp

290

? (46)

€ =

Exprimer le rayon equatorial r, et le rayon moyen R en fonction de 7, et €. Que
représentent 7, et €7 Dessiner la forme de I'équipotentielle.

Déterminer numériquement w, €, 1/€, 7, rp. On prendra r,=6357 km. Comparer
aux valeurs que vous connaissez.

Le potentiel de simple couche de la forme r = r,(1 + € sin? 0) vaut 35Gé\4 esin? 6.

Comment cela change-t-il les résultats précédents ?

Ce calcul est-il rigoureux, pourquoi ?

6.3 Equations de Clairaut ?°

2 2
P P P . . . 4 . P . x x
En coordonnées cartésiennes, I'équation d’un ellipsoide révolution s’écrit : -3 + -3 +

b—2:1 avec a > b

Ecrire I’équation en coordonnées sphériques. On introduira o = “T_b I’aplatisse-
ment polaire géométrique.
Ecrire I’équation d’un ellipsoide de révolution au 1**" ordre en «, en fonction du

rayon de la sphére équivalente (i.e. de méme volume) r, = a1 (1 — ).

Formules de Clairaut.
On veut étudier I'équipotentielle au 1" ordre en o d’un ellipsoide de révolution (de demi-
grand axe a) en rotation & = (0,0,w) autour de I’axe Ox3. On supposera cet ellipsoide
en équilibre hydrostatique (i.e., sa surface extérieure est une équipotentielle).

Soit V9 le potentiel gravifique en un point éloigné de l'ellipsoide de masse M :
_GM< a2300520—1> C—-A

1—Jgr—2 5 avec Jo=—5 <K 1.

VY
Ma?

r

On fait 'hypothése que V9 est aussi valable a la limite du corps.

Soit V" le potentiel de rotation :
VV' = —GA(@AF) la force centrifuge

Montrer que V" peut s’écrire : V" = % sin? 6.
Soit V' le potentiel total. Ecrire, au premier ordre, V' (#) a la surface de 'ellipsoide

, . . . . L. _ w2a3 o 1
de révolution. On introduira la constante géodésique m = & (pour la Terre m ~ 555 <

1).
25. D’aprés un TD de M. Greff-Lefftz & Strasbourg.
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En déduire que si a = 2.J5 + 2 (1°7 formule de Clairaut), V() = cste et que
le corps est en équilibre hydrostatique.
Calculer la pesanteur g(r, ) (c’est a dire la dérivée du potentiel suivant la nor-

male a la surface) a la limite du corps. En premiére approximation, on a

o(r.0) = 20

Calculer la pesanteur g(f) en fonction de la latitude sur la surface de 'ellipsoide. En
déduire la pesanteur a I’équateur gp = g(5) et au pole gp = g(0).
Calculer § = 2229E gyec g, = —C;—]Qw (2¢ formule de Clairaut).

go
En déduire a + 5 = %m (3¢ formule de Clairaut). Cette équation montre que,

quelque soit la distribution de densité o lintérieur du sphéroide , 'aplatissement hydro-
statique est determiné par des mesures de pesanteur.

Applications : & Paris, le pendule de Mairan, de longueur | = 0.99385 m bat
la seconde. A Pello, en Laponie, MM. Clairault, Camus, Le Monnier et Maupertuis
observent que le méme pendule donne 86459.1 oscillations en 86400 secondes. Calculer la
pesanteur a Paris et & Pello. En déduire le coefficient 8 (latitudes : Paris, 81 = 48°50" et
Pello f = 66°48"). Calculer I'aplatissement hydrostatique de la Terre (avec m = 1/289).

6.4 Corrections de pesanteur et forme de la Terre

Rappel : gm = v+ Agp + Agraye + Agpiateau + AGtopo avec :
. gm : gravité mesurée en un point de colatitude 0, d’altitude h,
.y = ve(1 + Bcos?h) : gravité théorique en un point de colatitude @ de I'ellipsoide de
réference, avec vg la pesanteur a I'équateur,
. Agp : anomalie de Bouguer due & la distribution anormale de masses,
- AgFraye = —'y% (ou Aggairtibre) : correction due a l'altitude,
- Agplateau = 2mpGh : effets des masses extérieures au géoide assimilées & un plateau
d’altitude h de densité p,
. Agiopo : prise en compte de ’écart entre le plateau et la topographie.
On effectue deux mesures de pesanteur en des lieux L1 et Lo de colatitude 67 et 69
a l’aide d’un pendule de longueur [. Les périodes observées sont T} et Ty (T' = 27r\/% ).
Apreés corrections des mesures, on calculera la forme de la Terre (théorie de Clairaut).
Le lieu Lq, situé a une altitude h; est entouré par une chaine de montagne

modélisée par une couronne cylindrique de rayon r; = 10 km et r. = 50 km, de hauteur

hy, = 1000 m. La montagne, ainsi que la crotite sous le lieu jusqu’au niveau zéro, est

25. D’aprés un TD de M. Greff-Lefftz a Strasbourg.
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de densité p©. Faire la correction de Faye, la correction de plateau et la correction de
topographie.

On suppose ’anomalie de Bouguer nulle. Donner la gravité de Bouguer (gp =
v+ Agp).

Le lieu Lg est situé a une altitude ho. Il n’y a pas d’anomalie de Bouguer. Faire
les corrections gravimétriques.

A partir des valeurs obtenues, calculer la forme de la Terre.

En un lieu L3 a I’équateur d’altitude hs = 400m, on trouve T3 = 2.00642s.
Calculer 'anomalie de Bouguer.

Applications numériques :
. Longueur du pendule I = 1 m . Densité p¢ = 2670 kg/m3.
. Lieu 1. #; = 42°;77 = 2.00347s ; hy = 200m ;r, = 50 km ;r; = 10 km ; h,, =
1000 m
. Lieu 2 : 0, = 80° ;15 = 2.00623 s ; ho = 10 m.

6.5 Moments d’inertie, I.2

Le tenseur d’inertie d’un corps de densité p, de volume V se définit par :
Iy = / P(5kl$ml’m - wkl‘z>d’v
1%

Calculer le tenseur d’inertie d’une sphére homogéne, de masse M, de rayon a.
Calculer le tenseur d’inertie d’un ellipsoide homogéne, de masse M, a trois axes,

2 2 2
d’équations % + j—g + i—g = 1 avec a > b > ¢ (faire un changement de variables X =

Y = 2,7 = %2 puis passer en coordonnées sphériques).
Soit une Terre ellipsoidale de révolution (a = b) homogéne. Calculer I'aplatis-

714 = =222

sement dynamique au premier ordre en o = 2=< ’aplatissement géomé-
111 a

C—A
Ma?

trique. Calculer Jo = coefficient de degré 2 du potentiel gravifique terrestre ainsi

c 1rai . e c-A _ 1
que le rapport 3-. Au 18™¢ siécle, on mesurait la constante de précession =3= = 5=

et connaissant o = ﬁ on calculait a l’aide de la théorie de Clairaut Jo = 1.072 x 1073.

c

Calculer 57

et en conclure que la Terre n’est pas homogéne.

6.6 Moments d’inertie, II.2"

26. D’aprés un TD de M. Greff-Lefftz & Strasbourg.
27. D’aprés un TD de M. Greff-Lefftz a Strasbourg.
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On suppose que la Terre est initialement a symétrie de révolution, de moments d’iner-
tie A, A, C. On place une masse m en un point P de colatitude réduite 3, sur le méri-
dien —90° E.

Ecrire le nouveau tenseur d’inertie de la Terre

Trouver la position des nouveaux axes principaux d’inertie (on fera l’approxi-

mation 533A << 1, i.e. la perturbation du tenseur d’inertie petite devant le bourrelet
équatorial).

Application numérique : on suppose qu’une météorite de rayon 300 km, de densité
3000kg/m? tombe au Mexique (8 = 70% A = —90°). Calculer I'angle 6 décrivant la
nouvelle position des axes principaux d’inertie.

Soit une perturbation du tenseur d’inertie d’origine quelconque. On veut calcu-
ler la nouvelle position des axes principaux d’inertie. Pour cela, on exprime le passage
de Pancien systéme Ipcien (non diagonal) au nouveau Iy (diagonal) par une rotation

d’angles d’Euler ¥, 8, ¢ avec 6 << 1 :

cos(U+ ) —sin(V+¢) Osin¥
Lopeien = PINP ™! avec P=|sin(T+¢) cos(V+¢p) —Ocos¥
fsin fcos 1
En faisant I'approximation que la Terre reste de révolution méme si on ajoute une masse
quelque part (i.e. perturbation des moments d’inertie petite devant les moments princi-

paux initaux A, A et C), calculer ¥ et 6.

6.7 L’ellipsoide homogéne de Maclaurin

Nous allons montrer que ellipsoide homogene (dit de Maclaurin) est une forme
d’équilibre hydrostatique d’un corps autogravitant en rotation.
Soit un ellipsoide homogéne de densité p, de demi grand-axe a, a symétrie de révolu-

tion autour de son demi petit-axe ¢, et tournant & vitesse angulaire constante w autour

a—c

de cet axe. On appelle E 'excentricité de l'ellipsoide définie par E? = ‘126%62 et € = %

son aplatissement. Soit Ox,y, z le repére cartésien centré au centre de l’ellipsoide, tel
que Ox et Oy sont dans le plan équatorial et Oz est ’axe de rotation. On rappelle que
la normale & cet ellipsoide est un vecteur proportionnel & (z/a?,y/a?, z/c?). L’attraction

de cet ellipsoide a sa surface est § = (Px, Py,Qz) ou P et () sont les constantes :

1+ E? E

P=-2nGp —;3 (arctanE — 1—|—E2> ) (47)
14 E?

Q= —27Gp 2(F —arctan E) . (48)

E3



42 6 FORME DE LA TERRE, MECANIQUE CELESTE

Pourquoi essaye-t-on a priori de modéliser la Terre par un ellipsoide ?
Pourquoi la condition d’équilibre est la proportionnalité de la normale et de la
pesanteur en surface ? Comment s’écrit la pesanteur en fonction de P,Q et w?

En déduire que ’équilibre impose w? = 1+QE2 — P, puis que % = f(E) ou f

est la fonction
1
f(E) = o ((3 + E2) arctan B — 3E) . (49)

La fonction f est représentée en fonction de v/E en figure 21. Le point P a pour
coordonnées approximatives VE = 1,6 ; f = 0,22. A vitesse angulaire fixée combien de
figures d’équilibre peuvent exister 7 Ou se situe la Terre sur ce schéma? Ou se situerait
la nébuleuse protosolaire 7

Fonction f(sqrt(E))

de l'ellipsoide de Mac Laurin
0.30 T T

FIGURE 21 —

On applique maintenant ces résultats a la Terre en supposant que E << 1. Le

développement en 0 de arctan est :

E* E°
arctan(E) = FE — 3 + = +0(E). (50)
ou 0(x) signifie de [’ordre de x. Développer f(E) au voisinage de 0.
Montrer que I'attraction (en valeur absolue) a I’équateur est environ g, = @.
Montrer que E? ~ 2¢. En déduire la relation trouvée par Newton :
5 2
=221 (51)

4 ge
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Le rapport m = “’g—za de la force centrifuge et de 'attraction & I'équateur est
environ 1/289. Comment est-il estimé? En déduire e. Pourquoi ne trouve-t-on pas la

valeur observée 1/2987

Saturne a un rayon polaire de 54 364 km un rayon équatorial de 60 268 km, un
rayon moyen de 58 232 km, une masse de 5,68 10?6 kg et une période de rotation de
10,66 h2%. On ne suppose plus que E << 1. Calculer ¢, E, la densité moyenne p, et la
vitesse angulaire w de Saturne. Est-ce compatible avec la théorie de I’ellipsoide homo-
géne? Avec cette théorie, quelle valeur d’aplatissement correspond & la valeur observée

w? 9
dem.

6.8 Energie gravitationnelle de la Terre

On va calculer I’énergie gravitationnelle de la Terre supposée homogéne, sphérique,
de densité p, par accrétion de masses dm de méme densité. Cette accrétion fait passer
la Terre des rayons et masses R = 0, M = 0 aux rayons et masses actuels R = Ry,

M = Mr.

On appelle énergie gravitationnelle dF apportée par un élément de masse dm,
le travail accompli par la gravité pour amener cette masse de l'infini & la surface de la
proto-Terre sphérique. Exprimer cette énergie en fonction des paramétres de la proto-

Terre.
Un incrément de masse dm augmente le rayon moyen de la proto-Terre de dR.
Exprimer dE en fonction de p, R et dR.
En déduire I’énergie gravitationnelle totale de la Terre en fonction de sa masse Mt
et de son rayon actuel Rr. Donner sa valeur numérique.

Faisons I'hypothése que cette énergie est entiérement convertie en augmenta-
tion de température AT & pression constante par I'intermédiaire d’une capacité calori-
fique ¢, = 1000 J/K/Kg. Quelle serait 'augmentation de température pour la Terre?
L’hypothése est-elle plausible 7 Quelle en est la raison physique ?

En déduire, pour les corps en général (planétes, astéroides...), comment varie
ce AT en fonction de leur rayon actuel. Donner le rayon en dessous duquel I’énegie

gravitationnelle est insuffisante pour fondre le corps.

28. Données issues de http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/saturnfact.html.
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6.9 Limite de Roche

Le but du probléme est d’estimer la limite de Roche, distance & la planéte en dessous
de laquelle un satellite peu résistant aux contraintes se brise sous 'effet des forces d’at-
traction. Le satellite sphérique de rayon r, de masse m, est en révolution autour de sa
planéte a une distance d constante (mouvement circulaire), d étant la distance de centre

a centre. La planéte est sphérique de rayon R et de masse M (fig. 22).

M

FIGURE 22 — Planéte et satellite.

On suppose que le systéme est isolé et que m est petit devant M. Que peut-t-on
choisir comme référentiel galiléen ?

Pourquoi peut-on considérer dans ce probléme que la vitesse de révolution du
satellite est égale & (2, sa vitesse angulaire de rotation. Montrer que Q2 = W

Exprimer, en fonction des données du probléme, les forces (par unité de masse,
ou accélérations) suivantes subies par le point P du satellite dans un référentiel attaché
au satellite :
- force gravitationnelle exercée par le satellite,
- force de marée,
- force centrifuge.

Décrire leffet physique de chacun de ces trois termes : ont-ils tendance & briser
le satellite ou & le maintenir ?

En faisant un développement limité (r < d), montrer que ’équilibre du satellite

est 1ié & la fonction :

B Gm GMr

F=—5 33 (52)

En déduire qu’il y a une distance limite d; (appelée limite de Roche) en dessous
de laquelle le satellite se brise. Donner 'expression de d; en fonction des données du
probléme. L’exprimer en fonction des densités pas et pp, de la planéte et du satellite. En

1850, Roche a trouvé d; = 2,46 (%) *R. Quels phénomeénes ou forces a-t-on négligés ?
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Mimas, le satellite de Saturne de densité 1,44 est situé a une distance de 3,08 fois
le rayon de cette planéte. Les anneaux de glace de Saturne sont a une distance comprise
entre 1,15 et 2,25 fois le rayon de la planéte. La densité de Saturne est de 0,7. Est-ce que

la théorie développée vous satisfait (la notre et/ou celle de Roche) ?

6.10 Ralentissement de la rotation terrestre

L’énergie cinétique de rotation s’écrit £ = %I 0?2 : expliquer. On mesure que
la durée du jour augmente de 2 milli-secondes par siécle : comment réalise-t-on cette
mesure 7 En déduire la puissance de rotation perdue. A votre avis ol est perdue cette
énergie 7

En déduire que la Lune s’éloigne et a quelle vitesse.

Le moment cinétique de la Terre en rotation axiale s’écrit ¢ = C{2 : expliquer. On
observe actuellement une variation % = —6.10""* an~!. Quelle peut-en étre la cause ?
Quelle est la variation correspondante de 27 Comparer avec la valeur de 2 millisecondes

par siécle.

6.11 Vitesses d’impact et de libération

Déterminer le potentiel de gravité a I'extérieur et a 'intérieur de la Terre supposée
homogéne et sphérique.
Rappeler le théoréme de I’énergie cinétique.

En déduire la vitesse d’un corps arrivant sur Terre et parti de I'infini & vitesse nulle.

Pourquoi appelle-t-on cette quantité la vitesse de libération?

6.12 Rotation des planétes

On pense que la Lune s’est formée par agglomération de matériel détaché de la Terre
suite & un gros impact (qui a projeté le matériel mais qui a pu aussi augmenter le moment
cinétique). On cherche dans ce probléme a déterminer la vitesse de rotation de la Terre
a ses débuts, juste avant ou juste aprés l'origine de la Lune. Pour cela on va estimer le
moment cinétique du systéme Terre-Lune. On supposera par ailleurs que depuis l'origine

de la Lune le systéme Terre-Lune peut étre supposé isolé.

Données numériques (I = inertie) :
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Planéte | Masse M | Rayon R | I/MR? | Période
(10%*kg) | (km) rotation (h)

Terre 6,0 6400 0,33 23,9

Mars 0,64 3400 0,37 24,6
Jupiter | 1900 70000 0,25 9,9

Saturne | 570 58000 0,21 10,7
Uranus | 87 25000 0,23 17,2
Neptune | 102 25000 0,23 16,1

Le théoréme du moment cinétique s'écrit dH /dt = C avec H = [, OM A ptf dV
et C = fV OM A p f dV. Décrire les quantités présentes dans cette égalité et donner des
exemples d’application. |20 lignes max]|

Dire ce qu’est une force de marée et rappeler ses effets. |20 lignes max|

On rappelle que le moment cinétique d’une planéte est la somme du moment de
révolution Md?w et du moment de rotation IQ2. Expliquer. [20 lignes max]|

Calculer pour chacune des planétes du tableau leur moment cinétique de rotation
par unité de masse. Représenter ces quantités en fonction des masses dans un diagramme
log-log.

Dans ce diagramme la droite y = 0.25 x 107*°M*/® (en w.s.i.) semble fournir
une loi empirique correcte. La représenter. Voyez-vous une raison pour qu’il existe une
loi entre le moment cinétique et la masse? A votre avis pourquoi la Terre se situe-t-elle
en dessous de cette loi?

Quelle serait la période de rotation (= durée du jour) de la Terre si elle suivait

cette loi. A quoi pourrait correspondre cette période ?

On cherche maintenant le moment cinétique du systéme Terre-Lune. Données : masse
de la Lune m = 7,3 x 10?2 kg, distance Terre-Lune d = 384 000 km ; période de révolution
T, = 27,3 jour solaire.

Comment s’exprime la distance du centre de masse du systéme Terre-Lune a celle
du centre de la Terre en fonction des données du probléme? Calculer numériquement
les moments cinétiques de translation de la Terre et de la Lune autour de leur centre de
masse commun. Calculer et placer sur le diagramme le moment cinétique par unité de
masse du systéme Terre-Lune.

Si le moment cinétique du systéme Terre-Lune était entiérement attribué a la
rotation diurne de la Terre a quelle période de rotation cela correspondrait-il? A votre

avis dans quels sens (croissant, décroissant, constant) ont évolué depuis l'origine de la
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Lune les moments cinétiques respectifs de la Terre, de la Lune et du systéme Terre-Lune ?

En déduire une histoire hypothétique de la durée du jour.

6.13 Force de marée sur la Lune

L’essentiel de I'activité sismique lunaire provient de sources situées entre 700 et 1000
km de profondeur sur la face visible et est corrélée temporellement avec les forces de
marées exercées par la Terre sur la Lune.

Donner un ordre de grandeur de la force de marée d’un astre sur un autre. Donner un
nombre sans dimension permettant d’estimer la déformation d’une planéte sous 'effet
de cette force. Comparer ces nombres pour les forces de marées lunaire sur la Terre et
terrestre sur la Lune.

Quel est I'ordre de grandeur de la déformation de la Lune sous 'effet de la force de
marée terrestre ?

Quel est 'ordre de grandeur des forces de marées du Soleil sur la Lune 7 Comparer &

I’attraction terrestre, que peut-on en déduire sur la trajectoire de la Lune ?

6.14 Force de marée galactique

Estimer I'importance de la force de marée de la Galaxie sur le Systéme Solaire (disons
entre le Soleil et la Terre). On supposera que le Systéme Solaire a une orbite circulaire
képlerienne autour du centre de la Galaxie ol est concentrée tout sa masse. On pourra
comparer a 'attraction du Soleil sur la Terre. Données :

- distance Soleil - centre galactique : D = 30 000 années-lumiére,

- distance Soleil - Terre : d = 8 minutes-lumieére,

- révolution du Soleil autour du centre galactique en 240 Ma.

Texte disponible & http://frederic.chambat.free.fr/ens
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