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On prendra G = 6, 673.10−11 m3 kg−1 s−2 pour valeur de la constante de gravitation,

R = 6371 km pour le rayon de la Terre et g0 = 9, 81 ms−2 pour la pesanteur de la Terre

moyenne.
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1 Terre et planètes à symétrie sphérique

1.1 Gravité et pression dans la Terre

En supposant que la Terre est à symétrie sphérique déterminer la gravité à l’intérieur

en fonction de la densité. Applications : 1. Terre homogène. 2. Terre à deux couches

homogènes (noyau + manteau). Pour la densité moyenne du noyau on pourra prendre 11,

pour celle de la Terre 5,5.

En déduire la pression dans la Terre. La pression au centre de la Terre est 370 GPa,

comparer avec les valeurs que vous avez trouvées.

Dans le cas de la Terre la gravité vaut approximativement :

g(r) = −αr si 0 ≤ r ≤ R0, (α = constante) (1)

g(r) = −αR0 si R0 ≤ r ≤ R. (2)

Déterminer la densité correspondante puis représenter cette fonction en prenant R =

2R0. Commenter brièvement d’un point de vue géophysique.

1.2 Densité du noyau terrestre 1

On se propose de déterminer une loi de densité du noyau terrestre à partir des données

suivantes :

- rayon terrestre R = 6371 km

- densité terrestre moyenne ρ̄ = 5, 515

- rayon du noyau rn = 3482 km

- densité moyenne du système manteau+croûte ρm = 4, 439

- vitesse des ondes P au sommet du noyau vn = 8 km/s.

1. On suppose que la densité du noyau suit une loi quadratique ρ = ρ0

(
1− α(r/rn)2

)
.

Calculer la densité moyenne du noyau et en déduire une relation entre ρ, α et les données.

2. Soit 2 K := ρ (∂P/∂ρ)
S

= ρ
(
v2
P − (4/3)v2

S

)
l’incompressibilité isentropique. En

supposant que la variation radiale de densité du noyau est isentropique et en utilisant

l’équilibre hydrostatique, trouver une autre relation entre ρ, α et les données.

3. En déduire les valeurs de ρ, α puis de la densité et de la gravité dans le noyau.

1. D’après un examen de G. Perrier en 2001.
2. Le signe := désigne une définition.
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1.3 Densités terrestre et lunaire, I. masse et inertie

Les densités moyennes de la Terre et de la Lune sont ρ̄ = 5515 et 3336 kg/m3, leurs

rayons R = 6371 et 1737 km, leurs inerties normalisées I/MR2 = 0, 3307 et 0, 3935.

Construire un modèle à deux couches de la Terre et de la Lune (le rayon du noyau étant

une inconnue). Si on prend 3482 km pour le rayon du noyau terrestre et 6000-8000 kg/m3

(FeS ou Fe, cf exercice suivant) pour la densité du noyau lunaire , que peut-on en déduire ?

1.4 Densités terrestre et lunaire, II. équation d’état du fer

1. Déterminer la masse et la masse volumique moyenne de la Terre en suppo-

sant qu’elle est sphérique de rayon R = 6371 km et qu’en surface sa gravité vaut

g = 9, 82 m/s2. On prendra G = 6, 673.10−11 m3 kg−1 s−2 déterminée avec la préci-

sion dG/G = 1, 5.10−3.

2. Quelle précision a-t-on sur la densité ?

3. La gravité à un rayon r dans une planète sphérique s’écrit g(r) = 4πG
r2

∫ r
0 ρ(s)s2 ds.

En supposant la densité constante calculer la gravité et la pression dans la Terre.

4. Sachant que le rapport de la masse de la Terre à celui de la Lune est de 81 et

que le rayon lunaire est de 1738 km donner la valeur de la gravité à la surface de la Lune

ainsi que sa densité.

5. La densité à la surface de la Lune est environ 2800 kg/m3. A votre avis la Lune

est-elle plus ou moins homogène que la Terre en profondeur ?

6. Donner une estimation de la pression au centre de la Lune et de la Terre. Si le

manteau lunaire est de composition similaire à celle du manteau terrestre possède-t-il les

mêmes transitions de phase ?

En réalité la pression au centre de la Terre est estimée à 370 GPa. La pression au

centre de la Lune est probablement comprise entre 5 et 7 GPa, la température entre 1000

et 2000 K. On donne le diagramme de phase du fer (fig. 1) ; il indique les domaines de

pression et température des différentes phases minérales solides (appelées α, δ, γ et ε) et

de la phase liquide. L’équation d’état donne les courbes de températures de la phase γ

en fonction de la pression et de la densité (fig. 2).

7. A votre avis pourquoi peut-on supposer que le noyau lunaire, s’il existe, est

essentiellement composé de fer ?

8. Quelles informations pouvez-vous tirer de ces figures ?
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Figure 2 – Équation d’état du fer γ.

2 Théorie du potentiel

2.1 Potentiel de gravité

Soit une masse attractive répartie continûment dans un volume V de masse volumique

ρ. Soit le potentiel :

ϕ(r) = G

∫
V
ρ(r′)

1

|r − r′|
dV. (3)
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Calculer gradr
1

|r−r′| . En déduire que g = gradϕ. Quelle équation vérifie ϕ ?

2.2 Développement du potentiel en harmoniques sphériques

On rappelle que les harmoniques sphériques sont des vecteurs propres du laplacien :

∆(Y m
l (θ, φ)) = − l(l + 1)

r2
Y m
l (θ, φ). (4)

En déduire la forme du développement du potentiel de gravité en dehors des masses.

2.3 Potentiel et théorie des distributions

On se propose d’étudier le champ de gravité, le potentiel associé et l’équation de

Poisson en terme de distributions.

Soient m une masse ponctuelle situé au point M , P un point de l’espace, r′ = OM

et r = OP les rayons vecteurs correspondant (cf. figure 3). La gravité résultant de m au

O

P

M

m

r
r'

r"

ρ(M)

V

δV

Figure 3 – Schéma d’un volume V de densité ρ(M) attirant un point P .

point P s’écrit :

g(r) = −Gm r′′

|r′′|3
= −Gm r − r′

|r − r′|3
, (5)

où G est la constante de la gravitation universelle et |r′′| la norme L2 de r′′.

1. Montrer que g est le gradient d’un potentiel ϕ à déterminer : g = gradϕ.

Si la masse attractive est répartie continûment dans un volume V on note ρ la masse

volumique si bien que le potentiel prend la forme :

ϕ(r) = G

∫
V
ρ(r′)

1

|r − r′|
dV. (6)
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On veut généraliser ces deux définitions à l’aide des distributions.

2. Montrer que la fonction :

F (r) =
1

|r|
(7)

est localement intégrable sur R3.

3. En déduire une généralisation de la relation 6 au sens des distributions en utili-

sant la définition de la convolution de deux distributions S et T :

< S ∗ T, f >=< S(x), < T (y), f(x+ y) >>=< T (y), < S(x), f(x+ y) >> .

4. Quelle est la forme de la distribution ρ qui modélise une masse ponctuelle m ?

5. Calculer E = gradF au sens des distributions.

6. En déduire l’expression de g au sens des distributions.

7. Calculer divE au sens des distributions.

8. En déduire l’expression de ∆ϕ au sens des distributions.

9. Donner l’expression de g dans le cas où ρ est une fonction localement intégrable

et bornée. Calculer alors g à l’infini en l’absence de masse à l’infini.

2.4 Propriétés des fonctions harmoniques

On se propose d’étudier les fonctions harmoniques (∆ϕ = 0).

On rappelle la formule d’Ostrogradski dans R3 (ou formule de Stokes en général) :

Soient V un volume ouvert borné de bord connexe régulier δV , u un champ de

vecteur de classe C1 sur V , n la normale unitaire à δV orientée vers l’extérieur ; si divu

est intégrable sur V et u · n défini sur δV alors :∫
V
divu dV =

∫
δV
u · n dΣ. (8)

Soit une fonction ϕ sur V , on pose :

∂ϕ

∂n
= gradϕ · n (9)

et on appelle dérivée normale cette quantité.

1. Montrer la formule de Green :∫
V

(ψ∆ϕ− ϕ∆ψ) dV =

∫
δV

(
ψ
∂ϕ

∂n
− ϕ∂ψ

∂n

)
dΣ. (10)

On dit que ϕ est harmonique sur le volume V si :

∆ϕ = 0 dans V, (11)

où ∆ = grad div est l’opérateur laplacien.
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Montrer les théorèmes suivants :

2. Th. Le flux du gradient d’une fonction harmonique à travers une surface fermée

est nul.

3. Th. Si une fonction harmonique s’annule sur δV alors elle est nulle dans V .

4. Th. Si la dérivée normale d’une fonction harmonique est nulle sur δV alors la

fonction est constante sur V .

5. Th. Si deux fonctions harmoniques ont même valeur sur δV alors elles sont égales

sur V .

6. Th. Si deux fonctions harmoniques ont même dérivée normale sur δV alors elles

ne diffèrent que d’une constante sur V .

7. Th. Si ϕ est harmonique dans V alors :

∀P ∈ V, ϕ(P ) =
−1

4π

∫
δV

(
ϕ
∂

∂n

1

r
− 1

r

∂ϕ

∂n

)
(P0) dΣ (12)

où r = ‖P − P0‖L2 .

8. Th. La valeur de ϕ en un point P est la valeur moyenne de ϕ sur n’importe

quelle sphère centrée en P contenue dans V ou dans n’importe quelle boule centrée en P

contenue dans V.

9. Th. Une fonction harmonique n’a pas d’extremum à l’intérieur de V .

10. Problème de Dirichlet : donner l’expression de ϕ dans V en fonction de ϕ sur

δV et de la fonction ψ définie par : ∆ψ = 0 dans V,

ψ = 1
r sur δV.

(13)

2.5 Potentiel d’une planète quasi sphérique

partie 1 : notions de perturbations

On étend ce calcul au cas d’une planète quasi sphérique. On effectuera donc des

développements limités (ou perturbations) au voisinage de la sphère.

Soient V1 le volume de la Terre et V0 le volume d’un corps sphérique supposé être

dans une configuration proche de celle de la Terre. Tout point x de V1 est donc proche

d’un point a de V0. On note alors x = x(a, 1) et a = x(a, 0). La densité ρ(x(a, 1), 1) de

V1 en un point x est proche de la densité ρ(a, 0) de V0 au point a.

1. En considérant les applications (ou évolutions) :

V0x[0, 1] → Vt

(a, t) → x(a, t),
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et

V0x[0, 1] → R

(a, t) → ρ(x(a, t), t),

écrire les développements limités de ρ(x(a, 1), 1) et ρ(a, 1) au voisinage de la sphère. On

notera :

δlρ =
dρ

dt

∣∣∣∣
t=0

et δeρ =
∂ρ

∂t

∣∣∣∣
t=0

(14)

les perturbations lagrangienne et eulérienne au premier ordre de ρ.

2. Écrire le développement limité de x(a, 1) au voisinage de la sphère. On notera :

ξ =
dx

dt

∣∣∣∣
t=0

(15)

le déplacement lagrangien au premier ordre.

3. Écrire la relation qui lie les perturbations eulérienne et lagrangienne de premier

ordre.

4. Expliquer pourquoi la dérivée spatiale (par rapport à a) commute avec la per-

turbation eulérienne et pas avec la perturbation lagrangienne.

2.6 Potentiel d’une planète quasi sphérique

partie 2 : perturbation et résolution de l’équation de Poisson

1. Pour connaître les conditions aux limites sur la perturbation du potentiel, on

perturbera l’équation de Poisson au sens des distributions et on l’écrira en terme de

fonctions.

2. Résoudre l’équation de Poisson en développant la perturbation du potentiel en

harmoniques sphériques :

δeϕ(r, θ, φ) =
∑
lm

δeϕ(r)ml Y
m
l (θ, φ). (16)

On rappelle que les harmoniques sont des vecteurs propres du laplacien :

∆(Y m
l (θ, φ)) = − l(l + 1)

r2
Y m
l (θ, φ). (17)

3. Montrer que la hauteur du géoïde s’écrit :

N =
δeϕ

g
. (18)

On définit ρ̄ par :

g(r) = −4

3
πGρ̄(r)r. (19)
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Que représente ρ̄ ? Donner l’expression de N en fonction de ρ̄.

4. La variation relative de gravité sur le géoïde s’écrit :

δg

g
= −

(
∂

∂r
+

2

r

)
δeϕ

+. (20)

Donner les expressions de N et δg/g en fonction de ρ̄ en supposant que le potentiel ne

résulte que des potentiels de simple couche de la surface et de l’interface croûte-manteau.

Comparer les ordres de grandeur de N et δg/g résultants du potentiels de simple couche

de la surface externe aux variations observées (N = ± 100 m, δg/g = ± 10−4). En

déduire un ordre de grandeur de l’épaisseur de la croûte. On prendra comme valeurs

numériques :

ρ̄(R) = 5515kg/m3 ρ(R) = 2800kg/m3 [ρ](croûte) = −500kg/m3. (21)

2.7 Développement du potentiel en harmoniques sphériques

Théorème de McCullagh 3

Calculer en un point M éloigné le potentiel gravifique d’un corps presque sphérique

de densité ρ et dans un repère centré sur le centre de masse O de la planète occupant le

volume V .

Indications. Soit P décrivant l’intérieur du corps : −−→OP = (x1, x2, x3), M le point po-

tentié : −−→OM = (r1, r2, r3) ψ l’angle tel que −−→OP.−−→OM = xr cosψ. On rappelle quelques pro-

priétés des polynômes de Legendre Pn(cosψ) et des harmoniques sphériques Y m
n (θ, φ) :(

1 +
x2

r2
− 2x

r
cosψ

)−1/2

=

∞∑
n=0

(x
r

)n
Pn(cosψ) (22)

Pn(cosψ) =
1

2n+ 1

∑
m=−nn

Y m
n (θ, φ)Y m

n (θ′, φ′) (23)

P0 = 1; P1(cosψ) = cosψ; P2(cosψ) =
3 cos2 ψ − 1

2
P3(cosψ) =

5 cos3 ψ − 3 cosψ

2
(24)

Y 1
2 (ψ, λ) = 3 cosψ sinψ cosλ; Y 1

2 (ψ, λ) = 3 cosψ sinψ sinλ. (25)

On note Iij le tenseur d’inertie :

I13 = −
∫
V
ρx1x3 dV ; I12 = −

∫
V
ρx1x2 dV ; I23 = −

∫
V
ρx2x3 dV ; (26)

I11 =

∫
V
ρ(x2

2 + x2
3) dV ; I22 =

∫
V
ρ(x2

1 + x2
3) dV ; I33 =

∫
V
ρ(x2

1 + x2
2) dV. (27)

3. D’après un TD de M. Greff-Lefftz à Strasbourg.
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2.8 Attraction d’un ellipsoïde de révolution

Soit un corps ellipsoïdal homogène de demi axes a, b, c suivant les axes de coordonnées

cartésiennes x, y, z.

1. Comment s’exprime la gravité de ce corps en un point intérieur r0 = (x0, y0, z0) ?

On considérera un repère sphérique centré en r0 et on notera r, θ, λ les coordonnées d’un

point dans ce repère sphérique. Donner l’expression de g fonction de ces coordonnées.

2. Calculer r(θ, λ) sur la surface de l’ellipsoïde. En déduire g sous la forme d’inté-

grales doubles sur θ et λ.

3. L’ellipsoïde est de révolution autour de l’axe z. Simplifier l’expression obtenue

en remarquant que certains termes sont nuls. On pourra montrer que r peut se mettre

sous la forme r = −M
L +

√
M2−NL

L avec L = sin2 θ
a2

+ cos2 θ
b2

, M = xo
a2

cosλ sin θ +

yo
a2

sinλ sin θ + zo
b2

cos θ et N = x2o+y2o
a2

+ z2o
b2
− 1 puis que, pour des raisons de symétrie,∫

S

√
M2−NL

L sin θ cosλ dS = 0 ;
∫
S

√
M2−NL

L sin θ sinλ dS = 0 ;
∫
S

√
M2−NL

L cos θds =

0.

4. Effectuer le changement de variable t = tgλ et effectuer l’intégration sur t pour

la composante gz. Effectuer le changement de variable u = c2tg2θ.

5. En déduire les expressions des trois composantes de la gravité et celle du potentiel

de gravité.

On va chercher dans un autre exercice (« l’ellipsoïde homogène ») sous quelles condi-

tions cet ellipsoïde en rotation est figure d’équilibre hydrostatique.

3 Principes de gravimétrie

3.1 Attractions de corps simples

1. A l’aide du théorème de Gauss, calculer l’attraction à l’extérieur des corps homo-

gène suivants : sphère, cylindre infini, plateau infini. Même question à l’intérieur. Mêmes

questions si les corps ne sont plus homogènes mais stratifiés.

2. Recalculer les attractions précédentes par un calcul direct de l’intégrale donnant

l’attraction ou son potentiel en fonction de la densité.

3. Recalculer les attractions précédentes en résolvant les équations aux dérivées

partielles sur l’attraction ou son potentiel.

4. Montrer que l’attraction d’un tore de rayon r, de section infiniment fine ds, de

densité ρ, s’écrit sur l’axe :

d2g = 2πGρ
zr

(z2 + r2)3/2
ds. (28)
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En déduire que pour une plaque de rayon R :

dg = 2πGρ

(
1− z

(z2 +R2)1/2

)
dz pour z > 0. (29)

Et pour z < 0 ?

En déduire l’attraction sur l’axe d’un camembert.

3.2 Propriété de l’anomalie de pesanteur

Soit ~g + δ~g la pesanteur en un point, supposée être la somme d’une pesanteur de

référence (sans anomalie) et d’une perturbation (anomalie), avec l’hypothèse que l’ano-

malie est faible : ||δ~g|| � ||~g||. Par définition, ce qu’on nomme usuellement l’anomalie

de pesanteur est une perturbation du module 4 : δg := ||~g + δ~g|| − ||~g||. Pourquoi cette

définition est-elle pertinente du point de vue de la mesure ?

On note ~ez la verticale unitaire dans l’état de référence : ~g = ||~g||~ez . Montrer qu’au

premier ordre l’anomalie de pesanteur est égale à la perturbation du vecteur pesanteur

projetée sur cette verticale :

δg = δ~g · ~ez. (30)

Nous nous servirons de cette propriété dans beaucoup d’exercices qui suivent.

3.3 Correction d’air libre

En faisant les approximations nécessaires calculer la pesanteur à une altitude h en

fonction de celle à altitude 0, de l’altitude h et du rayon terrestre R.

3.4 Accélération centrifuge 5

Calculer la part centrifuge de l’accélération de la pesanteur à Lyon (45oN, altitude

200 m), et à Santa Barbara (35oN, niveau de la mer).

3.5 Anomalies de corps simples

1. Calculer, sur toute la surface, l’anomalie de pesanteur générée par une anomalie

sphérique de densité dans le sous-sol.

2. Même question avec un cylindre infini d’axe horizontal.

4. Le signe := désigne une définition.
5. D’après des TD de M. Lasbleis en 2012.
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3. Même question pour un demi-plateau infini horizontal mais seulement à l’aplomb

du bord du plateau (on utilisera la symétrie de : un plateau = un demi-plateau + un

demi-plateau).

4. Exercice plus long et plus calculatoire. Calculer l’anomalie d’un demi-plateau

mais en tout point. Pour cela on commencera par montrer que la composante de l’at-

traction perpendiculaire à la surface est donnée par

δg = Gδρ

∫ p+h

p
d dz

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

dy

((x−X)2 + y2 + z2)3/2
, (31)

et on intègrera cette expression. On dessinera δg(x) et on montrera qu’on trouve bien

les résultats précédents en X = −∞, 0 et +∞. On donnera une expression approchée

quand h� p.

5. Calculer l’attraction, sur son sommet P, d’un cône à base circulaire de rayon a

et de hauteur h.

3.6 Effets de l’altitude et de la topographie 6

On considère un plateau horizontal d’altitude h, de densité uniforme ρ, et une falaise

verticale (fig. 4).

∆g
1

∆g
2

∆g
3

∆g
0

∆g
4

∆g
5

h

x

x x

x x

x

Figure 4 –

Calculer par rapport à une station de référence (δg0 = 0) située en plaine, loin de la

falaise, les variations de gravité :

- δg1 sur la plaine, loin de la falaise, au sommet d’une tour légère de hauteur h.

- δg2 sur le plateau, loin de la falaise.

- δg3 sur le plateau, loin de la falaise, mais au fond d’un puits de profondeur h.

- δg4 au pied de la falaise.

- δg5 au sommet de la falaise.

A.N. : h = 40 m, ρ = 2, 7.

6. D’après un TD de Guy Perrier en 1998.
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3.7 Attraction dans un puits

On mesure g0 en surface d’un puits et gp au fond d’un puits de profondeur p dans

un environnement de densité ρ. Exprimer (gp − g0)/g0 en fonction de ρ et de la densité

moyenne de la Terre. En déduire une méthode pour déterminer la masse M de la Terre

(ou G). La précision de mesure est de 1 µGal. Est-ce que cela suffit pour déterminer

précisément M ou G ? 7

3.8 Anomalies à l’air libre et de Bouguer, I.

On mesure l’anomalie brute δg = −1515 mGal sur le Tibet (altitude 5000 m). Que

valent :

- la correction d’air libre,

- la correction de Bouguer,

- l’anomalie à l’air libre,

- l’anomalie de Bouguer ?

En déduire une estimation de l’épaisseur de la racine du plateau tibétain. L’isostasie

est-elle réalisée ?

3.9 Anomalies à l’air libre et de Bouguer, II.

1. Pour la pesanteur à la surface de l’ellipsoïde de référence on donne la formule

approchée :

γE(θ) = 978, 03267(1 + 0, 0052789 sin2 θ). (32)

Que signifie θ ? En quelle unité est donné ici γ ? Que vaut la pesanteur aux pôles et à

l’équateur de l’ellipsoïde ?

2. On mesure sur la plateau des Andes (altitude 5 km, latitude -20◦) une pesan-

teur γmes = 977, 18336 Gal (l’effet de la marée est retiré). Que valent les anomalies

de pesanteur à l’air libre et de Bouguer ? A votre avis la croûte est-elle en équilibre

isostatique, pourquoi ?

7. Une grande expérience de ce type a été tentée dans les années 90 aux US afin de lever les doutes sur

la valeur de G déterminée par les méthodes de balance de torsion. On a utilisé pour cela un encaissant

de densité parfaitement controlé et on a trouvé G = (6.6873 ± 0.0094) × 10−11m3kg−1s−2 (Schwarz et

al., 1998, Science, 282).
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3.10 Anomalie d’une faille

1. À l’aide du théorème de Gauss calculer, en justifiant le calcul, l’attraction d’un

plateau de densité ρ et d’épaisseur h.

c

ρ

A BC

h ρ
sc

ρ

Figure 5 –

On considère une faille verticale séparant deux milieux de densités ρc et ρs (figure 5).

2. Calculer, pour ce modèle « l’anomalie gravimétrique » δg(B) que l’on mesurerait

sur le plateau loin de la faille et en prenant A comme point de référence pour la gravité,

c’est-à-dire δg(B) = g(B)− g(A).

3. Calculer numériquement cette anomalie en mGal avec h = 200 m, ρc = 2, 7,

ρs = 2, 6.

4. Sur le terrain on mesure l’anomalie δgm(B) = 0, 1 mGal. Comment l’interprétez-

vous ?

5. Calculer, pour le modèle « l’anomalie gravimétrique » δg(C) que l’on mesurerait

sur la faille. On commencera par déterminer l’attraction d’un demi plateau en son coin,

tout du moins sa composante perpendiculaire au plateau.

4 Interprétations de mesure

4.1 Campagne de mesures 8

Calculer l’anomalie gravimétrique δg(x) produite à la surface du sol par une sphère

de rayon R, dont le centre est situé à une profondeur h, et de densité ρc + δρ où ρc est

la densité de la croute encaissante. L’axe des x est pris parallèle au sol et l’origine est à

la verticale du centre de la sphère.

Au cours d’un campagne gravimétrique, on a observé, toutes corrections faites (lati-

tude, altitude et topographie), les anomalies suivantes :

8. D’après un TD de Guy Perrier en 1998.
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X (m) Y (m) g (mGal) X (m) Y (m) g (mGal)

100 300 0,40 500 500 1,04

200 300 0,63 600 200 1,34

300 200 0,95 600 300 1,53

300 300 1,04 600 400 1,36

300 400 0,95 700 200 0,94

400 200 1,35 700 300 1,03

400 300 1,52 700 400 0,95

400 400 1,35 800 300 0,63

500 100 1,03 900 300 0,40

500 200 1,53 1000 300 0,27

500 300 1,80 1100 300 0,18

500 400 1,53

La densité des terrains encaissants étant de 2,75, peut-on : localiser la masse anor-

male, déterminer sa forme, son volume, sa masse, sa densité, sa profondeur ?

4.2 Limite de détection de cavités

Sachant que la précision de mesure d’un gravimètre relatif est de l’ordre de 1 µGal,

déterminer la limite de détection d’une cavité souterraine sphérique en fonction de sa

profondeur et de son rayon.

On pourra faire la même chose avec une cavité cylindrique supposée très longue (que

signifie cette hypothèse ?). Un bateau équipé d’un gravimètre en Manche peut-il détecter

la présence d’Eurotunnel ? (l’hypothèse de cylindre infini est-elle justifiée ?)

4.3 Gravimétrie souterraine 9

On a fait les mesures suivantes de pesanteur dans des galeries de mines :

. g0 = 9, 803198m/s2 en surface,

. g1 = 9, 804179m/s2 à la profondeur h1 = 700 m,

. g2 = 9, 8044524m/s2 à la profondeur h1 + h2 = 1000 m.

Entre la surface et la profondeur h1 la densité est de ρ1, elle est de ρ2 en dessous.

Exprimer g1 − g0 et g2 − g0 en fonction des autres données du problème. En déduire

ρ1 et ρ2.

Le bassin houiller est celui de La Mure près de Grenoble. La valeur théorique de la

pesanteur à cette latitude est de 9, 80620m/s2. Sachant que la mesure la plus profonde

9. D’après un examen de G. Perrier en 2002.
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correspond à une altitude nulle, quelle est l’anomalie de Bouguer à cet endroit ? Comment

peut-on interpréter ce résultat ?

4.4 Isostasie océanique 10

Proposer un calcul de l’épaisseur de la la croûte océanique considérant la figure 6. On

supposera les densités des différentes couches : 3,3 pour le manteau, 2,8 pour la croûte

océanique, 2,7 pour la croûte continentale, une épaisseur de croûte continentale de 35 km

et une profondeur de l’océan de 4000 m.

ρcc

ρco

ρeau

ρ
m

ρ
atm

g

Figure 6 – Schéma d’océan.

4.5 Lithosphère océanique, I.

Quelle est la température moyenne de la lithosphère océanique ? Sachant que l’ex-

pansivité thermique de l’asthénosphère est α = 3.10−5 K−1 et sa densité 3200 kg/m3

déterminer la densité moyenne de la lithosphère océanique. En déduire l’épaisseur de la

lithosphère océanique là où le plancher océanique est 2 km plus bas que la dorsale.

4.6 Lithosphère océanique, II. 11

Le but de cet exercice est d’obtenir une relation entre la profondeur du fond océa-

nique et la distance à la dorsale océanique. La croûte océanique est formée au niveau

des dorsales par fusion partielle des roches mantelliques, puis se refroidit au contact

avec l’eau de mer en même temps qu’elle se déplace horizontalement. Ce refroidissement

par conduction affecte à la fois la croûte océanique et la partie la plus superficielle du

manteau, l’ensemble formé par la croûte et le manteau froid définissant la lithosphère

océanique. On note ρl la masse volumique moyenne de la lithosphère (croûte + manteau

10. D’après des TD de M. Lasbleis en 2012.
11. D’après l’examen posé par Renaud Deguen, L3, 2015.



4.7 Anomalie du géoïde, application en domaine océanique 19

froid), ρm la masse volumique du manteau sous-jacent, ρeau la masse volumique de l’eau,

ho la profondeur du plancher océanique, et hl l’épaisseur de la lithosphère.

L3 Géosciences 2014 / 2015

Université Claude Bernard Lyon 1 – ENS Lyon

UE Géophysique 2 – Gravimétrie
Examen

Durée : 1 h – Sans document – Calculatrice autorisée

1 Profondeur des océans (3/10)

Le but de cet exercice est d’obtenir une relation entre la profondeur du fond océanique et la distance
à la dorsale océanique. La croûte océanique est formée au niveau des dorsales par fusion partielle des
roches mantelliques, puis se refroidit au contact avec l’eau de mer en même temps qu’elle se déplace
horizontalement. Ce refroidissement par conduction affecte à la fois la croûte océanique et la partie la
plus superficielle du manteau, l’ensemble formé par la croûte et le manteau froid définissant la lithosphère
océanique. On note ⇢l la masse volumique moyenne de la lithosphère (croûte + manteau froid), ⇢m la
masse volumique du manteau sous-jacent, ⇢eau la masse volumique de l’eau, ho la profondeur du plancher
océanique, et hl l’épaisseur de la lithosphère.

z

x

ho

hl

océan, ⇢eau

lithosphère, ⇢l

manteau, ⇢m

ho(x = 0)

1. En supposant que la lithosphère océanique est à l’équilibre isostatique, exprimer la profondeur du
plancher océanique ho(t) en fonction de la profondeur ho(x = 0) du plancher océanique au niveau de
la dorsale et des autres variables du problème.

On admettra que l’épaisseur hl de la lithosphère océanique est liée à son âge t via la relation

hl(t) = 4� t

⇡
�1�2 ,

où l’origine des temps t = 0 correspond à la formation de la croûte océanique au niveau de la dorsale, et
où  est la diffusivité thermique. On suppose que la masse volumique des roches lithosphériques varie avec
la température selon ⇢ = ⇢m [1 + ↵(Tm − T )], où ↵ le coefficient d’expansion thermique, T la température
dans la lithosphère et Tm la température du manteau sous-jacent.

2. En supposant que T varie de manière linéaire entre Tm à sa base et T0 au fond de l’océan, que vaut
la masse volumique moyenne ⇢l de la lithosphère ? En déduire une expression donnant la profondeur
de l’océan en fonction de l’âge de la lithosphère, puis en fonction de la distance x à la dorsale en
supposant une vitesse d’expansion océanique V constante.

2 Anomalie de gravité d’Olympus Mons (7/10)

On s’intéresse à l’anomalie de gravité d’Olympus Mons, un volcan martien dont le sommet culmine à plus
de 22 km au dessus de sa base. On donne ci-dessous une carte de l’anomalie à l’air libre de la région

1/2 renaud.deguen@univ-lyon1.fr

1. En supposant que la lithosphère océanique est à l’équilibre isostatique, exprimer

la profondeur du plancher océanique ho(t) en fonction de la profondeur ho(x = 0) du

plancher océanique au niveau de la dorsale et des autres variables du problème.

On admettra que l’épaisseur hl de la lithosphère océanique est liée à son âge t via la

relation

hl(t) = 4

(
κt

π

) 1
2

, (33)

où l’origine des temps t = 0 correspond à la formation de la croûte océanique au niveau

de la dorsale, et où κ est la diffusivité thermique. On suppose que la masse volumique

des roches lithosphériques varie avec la température selon ρ = ρm[1 + α(Tm − T )], où

α le coefficient d’expansion thermique, T la température dans la lithosphère et Tm la

température du manteau sous-jacent.

2. En supposant que T varie de manière linéaire entre Tm à sa base et T0 au fond

de l’océan, que vaut la masse volumique moyenne ρl de la lithosphère ? En déduire une

expression donnant la profondeur de l’océan en fonction de l’âge de la lithosphère, puis

en fonction de la distance x à la dorsale en supposant une vitesse d’expansion océanique

V constante.

4.7 Anomalie du géoïde, application en domaine océanique

1. Montrer que pour une perturbation du potentiel δU par rapport à une situation

de référence, la hauteur du géoïde vaut N = δU/g. Rappeler l’expression du potentiel

de gravité en fonction de la densité. En faisant une moyenne circulaire autour du point
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d’intégration montrer que la perturbation de potentiel d’un terrain plat s’écrit :

δU = 2πG

∫ +∞

0

∫ +∞

0
δρ(r, z)

r

(r2 + z2)1/2
dr dz. (34)

En supposant que la densité varie peu en r, en intégrant, et en supposant l’isostasie,

montrer que :

N =
2πG

g

∫ +∞

0
z δρ(z) dz. (35)

2. La densité de l’eau est ρe, la densité de l’asthénosphère sous l’axe d’une dorsale

est ρa = 3, 3, loin de la dorsale la densité supposée constante de la lithosphère est ρ, son

épaisseur H, sa profondeur par rapport à l’axe est h. En supposant l’isostasie, déterminer

h en fonction des autres paramètres, puis N en fonction de h. Sachant que l’observation

donne N/h = 5, 2 m/km donner l’épaisseur de la lithosphère.

4.8 Montagne conique 12

1. Rappeler l’attraction d’un cône en son sommet.

2. On suppose que le cône est posé sur la surface d’une sphère de densité moyenne

∆ et de rayon R grand par rapport aux dimensions du cône. Calculer l’attraction globale

g1 au sommet du cône en fonction de l’attraction go de la sphère sans cône à sa surface.

En déduire une expression de la densité moyenne ∆ de la sphère en fonction de go, g1,

ρ, h, R et de l’angle au sommet du cône.

3. Le Fujiyama est un volcan dont la forme est très voisine d’un cône de hauteur

3 800 m et d’angle au sommet 138 degrés. On supposera qu’il est posé sur un géoïde

sphérique de rayon 6371 km. La masse volumique moyenne des roches du volcan est

estimée à 2120 kg.m−3. L’attraction newtonienne mesurée sur la sphère loin du volcan et

à son sommet est respectivement 9.7984 et 9.7886 m.s−2. Quelle serait la valeur moyenne

de la densité de la Terre ? On estime en fait, par d’autres moyens, cette valeur à 5515

kg.m−3 : comment peut-on interpréter le résultat numérique obtenu ?

4.9 Concavité du géoïde

Lorsque j’étais étudiant, après que nous ayons dessiné un « creux » du géoïde 13,

notre professeur de géodésie nous avait fait remarquer que le creux dessiné n’était un

12. D’après un TD de M. Greff-Lefftz à Strasbourg.
13. On voit par exemple dans les livres une coupe du géoïde suivant un méridien terrestre qui fait

apparaître une sorte de poire dessinant un creux au niveau de l’Antarctique ; quant à nous nous avions

représenté l’harmonique sphérique zonale de degré 3 du géoïde qui possède aussi une forme piroïde.
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creux que parce que la déformation était exagérée sur notre dessin. Le soir même, faisant

quelques rapides calculs, je m’étais convaincu qu’il avait raison : le géoïde est en réalité

toujours convexe, les creux ne sont des creux que si on les représente par rapport à une

surface elle-même convexe comme l’ellipsoïde de référence ou la sphère.

En utilisant les figures 7 montrer que le géoïde est partout convexe (on ne demande

pas une démonstration exacte mais numérique).

d
h

R

α

Figure 7 – Géoïde ; Coupe d’un morceau de Terre.

4.10 Isostasie, soulèvement et subsidence 14

Rappeler la relation entre topographie et épaisseur de racine dans le cas de l’équilibre

isostatique.

Il y a 350-300 Ma la chaîne hercynienne était comparable à l’Himalaya (h = 8000 m).

En supposant que la croûte est en équilibre isotatique, à l’actuel comme à l’hercynien,

que pouvez-vous dire sur les roches que l’on trouve actuellement dans le Massif Central

à une altitude de 1000 m?

Soit un bassin de 1000 m de profondeur, avec un taux de sédimentation constant de

0.5 mm/an, combien de temps faut-il pour combler ce bassin ?

4.11 Déviation de la verticale

On considère une montagne en forme de demi-sphère (cf. fig. 8) et l’attraction qui en

résulte. L’altitude de la montagne est h = 5 km, sa densité est celle de la croûte ρc = 2, 7.

On note g0 le champ de pesanteur « moyen », c’est-à-dire sans la montagne, à altitude

nulle (h = 0) et g = g0 + δg le champ avec la montagne. Le champ g0 = 9, 82 ms−2 est

14. D’après un TD de Guy Perrier en 1998.
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dû à l’attraction de la Terre sphérique. On prendra G = 6, 673.10−11 m3 kg−1 s−2 pour

valeur de la constante de gravitation et R = 6371 km pour le rayon de la Terre.

x
O

g

gx

g
g
0

h

c

Figure 8 – Déviation de la verticale.

1. Déterminer la composante horizontale δgx au point O de l’attraction due à la

montagne (indication : une sphère = 1/2 sphère + 1/2 sphère et on utilise la symétrie).

2. On appelle déviation de la verticale l’angle θ entre g0 et g. Calculer θ au premier

ordre en fonction de g0 et δg. En déduire θ en fonction de la densité moyenne de la Terre

ρ̄, de ρc, h et R.

3. On mesure θ = 5.10−5 radians. Quel peut-être le principe d’une telle mesure ?

Que pensez-vous du résultat obtenu ?

4.12 Interprétations d’anomalies gravimétriques

1. La figure 9 montre l’anomalie à l’air libre, la bathymétrie et un modèle de

structure lithosphérique sur un profil traversant la dorsale médio-atlantique. Commenter.

2. La figure 10 représente l’anomalie de Bouguer sur la France. Commenter et

établir un profil NO-SE de croûte.

3. Commenter en deux pages maximum la carte globale de pesanteur, fig. 11 (si-

gnification, mode d’obtention, conséquences sur l’intérieur de la Terre, etc).

4.13 Anomalie de Bouguer 16

15. Figure issue du livre Fundamentals of geophysics, de W. Lowrie.
16. D’après un examen de G. Perrier en 2003.
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Figure 9 – Profil gravimétrique 15.

Figure 10 – Anomalie de Bouguer.
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Figure 11 – Anomalies de pesanteur à l’air libre

On veut calculer l’anomalie de Bouguer en deux points de mesure très proches l’un de

l’autre et situés dans une région montagneuse où les variations de relief sont importantes

sur de courtes distances (par exemple massif du Mont-Blanc). On se place à la latitude

de 45◦.

On appelle h l’altitude des stations, ρ la densité moyenne du massif supposé homo-

gène, R le rayon moyen de la Terre, γ la valeur théorique de la pesanteur sur le géoïde, G

la constante de la gravitation universelle. Les corrections topographiques sont exprimées

sous la forme TOP = T ρ où T est un facteur topographique.

1. Donner l’expression théorique de la correction à l’air libre CAL (on prendra

par la suite CAL = 0, 3086 mGal/mh) puis celle de l’anomalie de Bouguer δgB en une

station d’altitude h, en fonction de la valeur de g mesurée (gm), de γ, h,R, ρ,G et Tρ.

2. Les mesures effectuées donnent les résultats suivants :

Station N◦1 :

h = 1000 m gm = 980310, 2mGal γ = 980619, 2 mGal T = 0, 01273 mGal/(kg/m3)

Station N◦2 :
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h = 3700 m gm = 979722, 5 mGal γ = 980619, 2 mGal T = 0, 03577 mGal/(kg/m3).

Les stations étant très proches, on se place dans l’hypothèse où l’anomalie de Bouguer

est identique. Montrer qu’il est possible, à partir de l’expression de δgB de déterminer

la valeur de ρ (qui servira à calculer les corrections effectuées lorsqu’on élimine le relief

situé entre la surface topographique et le géoïde) à partir d’une relation linéaire que l’on

établira. Calculer la valeur numérique de ρ à partir des valeurs données au-dessus.

On prendra G = 6, 673.10−11 s.i. (attention si vous travaillez en mGal !). La précision

des calculs sera le 1/10ème de mGal.

3. Calculer δgB dans les deux cas. L’hypothèse de départ était-elle justifiée ?

4.14 Les Mascons de la Lune 17

On a observé sur la Lune de fortes anomalies positives de masse souvent associées a

des bassins circulaires.

1. Expliquer comment on a pu observer ces anomalies.

2. Expliquer brièvement pourquoi on a baptisé ces anomalies mascons (= mass

concentrations).

On considère par exemple le bassin représenté sur la figure 12 (sous le point P’)

ainsi qu’un plateau d’altitude h (point P). Le bassin a une profondeur h0 et sa base

est constituée d’un remplissage basaltique d’épaisseur h1 et de densité ρ1. En dessous la

croûte a un épaisseur H et une densité ρc. De part et d’autre la cro˚te a une épaisseur D

et une densité ρc. La densité ρm du manteau sous-jacent est également homogène. On

appelle R le bombement du Moho. On prendra h = 1 km, h0 = 3, 2 km, h1 = 6, 4 km,

ρ1 = 2900 kg/m3, ρc = 2800 kg/m3, ρm = 3300 kg/m3, G = 6, 673.10−11 m3 kg−1 s−2.

3. Rappeler l’expression de la pesanteur g0 à la surface d’une planète considérée

comme sphérique en fonction de sa masse.

4. Sachant que le rapport de la masse de la Terre à celui de la Lune est de 81 et

que le rayon lunaire est de 1738 km donner la valeur de cette pesanteur moyenne g0 à la

surface de la Lune.

5. Quelle serait l’anomalie de pesanteur mesurée au point P situé sur le plateau ?

On prendra comme station de référence (anomalies et altitude nulles) un point situé en

surface loin du bassin et loin du plateau (point M). On considèrera que le point P est loin

de la falaise : que nous permet cette hypothèse ? On donnera les anomalies de pesanteur

en mGal.

17. D’après un examen de G. Perrier en 1999.
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Figure 12 –

6. Quelle relation entre h0, h1, R, ρ1, ρc, ρm exprime que le bassin est en équilibre

isostatique ? En déduire la valeur de R.

7. Quelle seraient, dans ce cas, les valeurs des anomalies à l’air libre et de Bouguer

au centre du bassin (au point P’) ? On supposera que le bassin est assez étendu pour

pouvoir utiliser la formule du plateau.

4.15 Gravimétrie en mer 18

On veut tester l’efficacité de la prospection gravimétrique pour repérer certaines

épaves qui reposent au fond de la mer. Pour cela, on dispose d’un gravimètre embarqué

à bord dont la précision est de 5 microgals.

Pour simplifier les calculs, on suppose que les épaves recherchées sont de forme cy-

lindrique très allongée, de rayon R et de masse volumique ρ1 = 1420 kg/m3, reposant

sur le fond de la mer à la profondeur h = 125 m. La masse volumique de l’eau est

ρ0 = 1020 kg/m3.

1. En appliquant le théorème de Gauss, montrer que l’anomalie gravimétrique en

surface (dans un plan perpendiculaire à l’axe du cylindre) s’écrit sous la forme :

δg = GAf(X,h,R) où X représente la distance entre la projection horizontal de

l’axe du cylindre et le point de mesure en surface, avec G = 6, 67310−11 s.i. Donner

l’expression de f(X,h,R) et expliciter la valeur de A.

2. On se place en X = 0. Exprimer δg(0). En déduire la valeur minimale de R

pouvant être détectée.

18. D’après un examen de Guy Perrier.
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4.16 Rebond post glaciaire, I.

Sachant que l’anomalie actuelle sur l’Est Canadien est d’environ −50 mGal, de com-

bien de mètres la surface peut-elle encore remonter ?

4.17 Rebond post-glaciaire, II.

Avec le système de satellites Grace on a pu mesurer les variations temporelles de pe-

santeur sur Terre. On donne dans la figure 13-haut ces variations dans la Baie d’Hudson.

On donne également l’évolution du niveau de la mer relatif mesuré au point d’observa-

tion b, dit Golfe de Richmond (figures du bas).

Calculer à quelle vitesse de remontée crustale au niveau du Golfe de Richmond cor-

respond la variation temporelle de pesanteur observée. Comparer avec la variation du

niveau de la mer en ce point. À votre avis, en quoi les deux observations sont-elles

complémentaires et non redondantes ?

4.18 Isostasie du Tibet, I. Hypothèse du plateau infini

3. Le plateau tibétain (largeur 2000 km, hauteur 5 km) est assimilé à un plateau

infini. En prenant ρ = 2, 7 calculer l’anomalie qu’il crée à sa surface.

4. On mesure δg = −1515 mGal à 5000 m d’altitude. Quelle est l’anomalie à l’air

libre correspondante ? Comparez à la valeur trouvée à la question précédente ; qu’en

concluez-vous ?

5. On considère maintenant une racine crustale assimilée à un plateau infini et de

topographie h′ (figure 14-droite). Calculer l’anomalie totale créée par le plateau tibétain

et la racine. En prenant ρm = 3, 2 pour la densité du manteau calculer cette anomalie en

mGal pour les valeurs suivantes de h′ : 10, 20, 30, 40 km. À l’aide de l’anomalie à l’air

libre observée en déduire une estimation de l’épaisseur crustale à cet endroit.

6. Que vaut cette épaisseur si on suppose l’isostasie « parfaite », c’est-à-dire que le

« poids des colonnes de matière » est égal. Qu’en concluez-vous ?

4.19 Isostasie du Tibet, II. Hypothèse du plateau cylindrique

1. Soit ~g la gravité au dessus et au milieu d’un plateau cylindrique (point M sur

la figure 14-gauche). Pourquoi ~g est-il dirigé suivant l’axe des z ? On notera ~g = −g~ez.

Exprimer r′ et cosλ en fonction des autres quantités.

2. Rappeler quelle est l’expression générale de la gravité ~g d’un corps occupant

un volume V en fonction de sa densité. En déduire, avec les notations de la figure,
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Figure 3. Secular GRACE gravity signal over Hudson Bay (a) and its errors (b), and two forward models using ICE-5G (c) and ICE-3G (d). All plots have
units of µGal yr−1. The forward models are produced using the viscosity profiles optimized for ICE-5G (Peltier 2004) and ICE-3G (Tushingham & Peltier
1991), respectively. Hydrological contributions have been removed using output from the GLDAS/Noah land surface model (Rodell et al. 2004). The dashed
line in Fig. 3(b) bounds the region used to compare with PGR model predictions; it follows the 1.0 µGal yr−1 contour from Fig. 3(a).

of those models (viscosity model VM2 (Peltier 2004) is used here
for the ICE-5G results). There is reasonable agreement between the
ICE-5G and GRACE results, though the Gaussian smoothing has
sharply reduced the amplitude of the ICE-5G maximum southeast of
Hudson Bay. None of the GRACE data were used in the construction
of ICE-5G, which makes this agreement particularly satisfying. The
ICE-3G results, on the other hand, differ significantly from those of
GRACE, particularly in the amplitude of the maximum just west of
Hudson Bay. This illustrates one of the most promising future ap-
plications of GRACE for PGR studies: helping to constrain the ice
model. That application is beyond the scope of this paper, however.

The GRACE-model comparisons described below are done by
summing the difference in predicted and observed gravity rates over
an equal-area grid of 200 points, distributed within the heavy dashed
line shown in Fig. 3(b). That line marks the contour of 1.0 µGal yr−1

in the GRACE trend (Fig. 3a). We use this restricted region to min-
imize contamination from external gravity trends unrelated to the
Canadian PGR signal (e.g. variations in water/snow/ice in Canada
and Alaska, and PGR and present-day ice mass signals in Green-
land). The restriction to this relatively small region also makes our
results less sensitive to errors in the spatial pattern of the deglacia-
tion model. The disadvantage of using a small region, is that we

are then also less able to distinguish between different spatial pat-
terns predicted for different viscosity profiles. Instead, our GRACE
constraint reduces mostly, though not entirely (see below), to a con-
straint on the amplitude of the gravity trend.

The GRACE-model comparisons require an estimate of the er-
rors in the GRACE trends. First, we estimate the uncertainty in the
monthly values of each individual Stokes coefficient, by removing a
constant and an annually varying term from the time-series of each
coefficient, and interpreting the residuals as a measure of the error
(Wahr et al. 2006). This tends to be an overestimate of the errors,
since some of the non-annual variability is certainly a real signal.
The monthly uncertainties are then used to determine the uncertainty
in the trend of each Stokes coefficient. By assuming the errors in dif-
ferent Stokes coefficients are uncorrelated, we are able to combine
the Stokes coefficient uncertainties to obtain an uncertainty in the
gravity field trend at each point in the latitude/longitude domain (see
Wahr et al. 2006, eq. 4). The resulting spatial error field is shown in
Fig. 3(b): a uniform increase in error with decreasing latitude. This
pattern is an oversimplification of the true error pattern, due to our
assumption that the errors in different Stokes coefficients are uncor-
related. The overall error magnitudes, though, are well represented
by the results shown in Fig. 3(b).

C© 2007 The Authors, GJI, 171, 497–508
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Figure 1. Sites of RSL measurements used in this study. Place names are: (a)
James Bay, (b) Richmond Gulf, (c) Ottawa Island, (d) Churchill, Manitoba,
(e) Boothia Peninsula and (f) Melville Peninsula.

provided in the database are converted to sidereal time with the INT-
CAL04 calibration table, which is based on a sample set of dated
tree rings, U-Th dated corals and varve-counted marine sediment
(Stuiver et al. 1998). Finally, we remove from the data the bias in-
troduced by glacial meltwater entering the oceans, as given by the
ICE-5G glaciation model.

All the sites considered in this study (Fig. 1) are near the centre of
the Laurentide ice-sheet. Although included in preliminary exper-
imentation, sites at the periphery of the loaded region are omitted
in our final analysis. These sites tend to have small amplitudes and
more complicated RSL histories due to migration of the PGR fore-
bulge and to non-local viscosity sensitivity (Paulson et al. 2005);
they also tend to have much less constraining power on mantle vis-
cosity than do the Hudson Bay sites.

Predictions from PGR models are sensitive to errors in the ice
history. It is desirable to compare with data in a way that minimizes
the impact of those errors. To this end, Mitrovica & Peltier (1995)
propose two methods for analysing RSL data: (1) scaling away their
amplitude, to give a time-series for what they termed ‘normalized
relative sea level’, or normalized relative sea level (NRSL) and (2)
fitting an exponential form to the RSL curve and extracting the de-
cay time (see, also, Mitrovica 1996; Peltier 1996; Mitrovica & Forte
2004). The use of decay times is associated with several difficul-
ties, demonstrated by the plethora of highly inconsistent estimates
of decay times. For example, Mitrovica et al. (2000) in a meticulous
study of the RSL data obtain decay times of 5.3 ± 1.3 and 2.4 ±
0.4 kyr at Richmond Gulf and James Bay, respectively, to replace ear-
lier estimates of 3.4 kyr for all of southeastern Hudson Bay (Peltier
1998) or 7.6 kyr for Richmond Gulf (Peltier 1994). The reasons for
the high variability in the best-fitting exponential form are plenti-
ful: data points are often subjectively included or excluded from the
RSL record, gaps in the RSL record occur frequently, methods of
decay time estimation are themselves highly variable (compare, for
example, Dyke & Peltier 2000; Mitrovica et al. 2000), RSL data
at neighbouring sites have been grouped or binned inconsistently
(Mitrovica et al. 2000), and the meltwater contribution to the RSL
history imposes a dependence on the ice model used. For these rea-
sons, we avoid the use of decay times for this study.

Instead, we apply a method similar to Mitrovica & Peltier (1995)’s
NRSL. NRSL involves scaling a modelled RSL curve so that it
fits the amplitude of the RSL data, and then computing a misfit
between the RSL data and the scaled model results. The overall

amplitude of an RSL curve is strongly dependent on the thickness of
deglaciated ice in that region, and so scaling the RSL curve removes
that dependence. It is then primarily the curvature of the RSL curve
that governs the misfit, and the curvature is much more dependent
on the viscosity profile than on the ice history. This is the same
rationale for using exponential decay times. However, NRSL is less
sensitive to many of the difficulties that complicate the use of those
decay times.

Our analysis method differs from Mitrovica & Peltier (1995)’s
NRSL by imposing a limit on the amount of scaling allowed. Since
typical RSL data often have a large time-dependent scatter, allow-
ing an arbitrarily large or small scaling of the model output (that is,
scaling of the RSL curves) can lead to reasonable fits to the data by
absurdly exotic viscosity structures. For example, an extremely stiff
mantle (greater than 1024 Pa s) would lead to a very small amplitude
and near-linear RSL history. For some sites with highly variable RSL
data, a sufficiently high scaling of this model RSL curve can bring
it into reasonable accordance with the data, even though it should
be safe to reject models that would require several times thicker ice
than is provided by the glaciation model. In this study, we use a
normalized RSL approach that allows for scaling of the ice model
only within some pre-defined limit, chosen to lie between 10 and
50 per cent. For example, suppose we believe the ice model’s thick-
ness is uncertain to 20 per cent. We then scale the model RSL curve
by the optimal amount, but keeping the scaling within the range of
0.8–1.2, and then computing the misfit to the RSL data. ‘Optimal,’
in this case, means the scaling that provides the smallest misfit. Thus
model data that are scaled to match the RSL amplitude end up fitting
only the shape of the RSL curve, but with limits on the scaling so that
we reject viscosity profiles that require an unrealistic ice thickness.
Note that by scaling the model RSL curves we are accommodating
an uncertainty in the ice model without actually changing the ice
model, only the model output data. A similar technique is applied
to GRACE data, as described below.

RSL data for the six sites are shown in Fig. 2. It is apparent that
the scatter in the data is not consistent with the relatively small error
bars. This appears to be a feature of most RSL data sets. The lines
in Fig. 2 show two typical forward-model RSL curves for each site
(these are the models labelled I and II in Section 5). The misfit of
a given RSL curve to the data is computed in a manner similar to
that used by Mitrovica et al. (2000). For each point in the RSL data,
with time t i and sea level s i , the nearest point on the model curve
is found (T i , Si ), and that point is given an error of

χ 2
j = 1

N

N∑

i=1

σ 2
i = 1

N

N∑

i=1

[(
si − Si

δsi

)2

+
(

ti − Ti

δti

)2
]

, (1)

where δs i and δt i are the errorbars on data point i, and N is the
number of data points in the RSL data at the given site. A sin-
gle number for the misfit for all RSL data, χ2

RSL, is computed as
the average of the χ 2

j for each of the six RSL sites around Hudson
Bay.

2.3 GRACE

The GRACE satellite mission, launched in March 2002, recovers
global, monthly solutions for the Earth’s gravity field down to scales
of a few hundred kilometres (Tapley et al. 2004). These solutions can
be used to estimate the secular change in the gravity field, which can
then be compared with PGR predictions. This constraint is similar to
the J̇2 constraint provided by SLR. However, unlike for J̇2, the much
shorter spatial resolution available from GRACE makes it possible
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Figure 2. RSL data at the sites shown in Fig. 1 (points with error bars). The lines show the results of two forward models: model I (solid line) with ηUM =
5.3 × 1020 Pa s and ηLM = 2.3 × 1021 Pa s for the upper and lower mantle viscosities, respectively; and model II (dashed line) with ηUM = 4.3 × 1019 Pa s and
ηLM = 6.6 × 1022 Pa s.

to separate the secular signal over northern Canada from secular
signals elsewhere.

We use fields based on Release 4 solutions from the University of
Texas, for 53 months between April 2002 and December 2006. The
solutions are in the form of spherical harmonic (Stokes) coefficients,
C lm and Slm. These fields have been post-processed to reduce noise
and artificial vertical stripes in the data, using the method described
by Swenson & Wahr (2006). We simultaneously fit a constant, a
linear trend, and an annually varying term to the time-series of each
coefficient. We transform into the spatial domain to obtain secular
changes in gravity on an equal-area grid. The results are smoothed
to reduce noise using a Gaussian smoothing function of 400 km
half-width (eqs 32–34 Wahr et al. 1998). Fig. 3(a) shows results in
the vicinity of Hudson Bay. A large-amplitude anomaly, of about
2.5 µGal yr−1, is spread out over ∼3000 km around Hudson Bay,
with a broad maximum just west of Hudson Bay and a secondary
maximum southeast of it. We interpret this anomaly as a PGR signal.

GRACE has no vertical resolution, and so can not distinguish
between a PGR signal in the solid Earth and a linear trend in water

storage in this region. Since we are using only 4.5 yr of GRACE
data, water storage variability at multiyear periods could affect our
trend estimates. To reduce this problem we remove the water stor-
age gravity trend for the same 4.5-yr period predicted from the
GLDAS/Noah land surface model (Rodell et al. 2004), before con-
structing the smoothed results shown in Fig. 3(a). The predicted
water storage trend in this region is small, only about 10 per cent of
the total GRACE trend.

The GRACE secular gravity estimates will be compared below
with PGR predictions for many viscosity profiles, to help determine
the best-fitting viscosity. To make the model predictions directly
comparable to the GRACE estimates, each predicted gravity field
is first destriped as described by Swenson & Wahr (2006) and then
smoothed with a 400 km Gaussian, just as we do to obtain the
GRACE results.

First, though, Figs 3(c) and (d) show the trend in gravity (af-
ter destriping and smoothing) predicted using de-glaciation models
ICE-5G (Peltier 2004) and ICE-3G (Tushingham & Peltier 1991),
together with the same viscosity profiles used in the construction
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Figure 13 – En haut : variations temporelles de pesanteur en µGal/an. En bas, gauche :

sites de mesures du niveau de la mer relatif. A droite : niveau de la mer relatif au site de

mesure b (Golfe de Richmond) en mètres en fonction du temps en millier d’années ; les

points représentent les mesures, les courbes deux différents modèles de rebond. Source :

Paulson et al., 2007, G.J.I. 171.

l’expression de la gravité du cylindre en fonction de sa densité ρ supposée constante.

3. En déduire que :

g = Gρ

∫
V

b+ h− z
(r2 + (b+ h− z)2)3/2

dV (36)

En coordonnées cylindriques cela s’écrit :

g = Gρ

∫ R

0

∫ h

0

∫ 2π

0

b+ h− z
(r2 + (b+ h− z)2)3/2

r dθ dz dr (37)
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4. En intégrant successivement les trois intégrales montrer que :

g = 2πGρ
(
h+

√
R2 + b2 −

√
R2 + (b+ h)2

)
. (38)

5. Reprendre le problème précédent du plateau Tibetain en ne considérant plus

cette fois le plateau comme infini mais comme cylindrique de diamètre 2000 km.

4.20 Isostasie du Tibet, III. Hypothèse du plateau rectangulaire
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On sait calculer facilement de façon numérique l’attraction d’un plateau en forme

de parallélépipède rectangle. En figure 15-gauche on donne le résultat de ce calcul sur

un profil passant au centre du plateau tibétain. Reprendre le problème précédent du

plateau Tibetain à la lumière de cette figure. Comparer avec les anomalies observées,

figure 15-droite.
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4.21 Isostasie de Olympus Mons : hypothèse du volcan conique 19

On s’intéresse à l’anomalie de gravité d’Olympus Mons, un volcan martien dont le

sommet culmine à plus de 22 km au dessus de sa base. On donne ci-dessous une carte

de l’anomalie à l’air libre de la région d’Olympus Mons d’après le modèle MGM2011.

L3 Géosciences 2014 / 2015

d’Olympus Mons d’après le modèle MGM2011.
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1. Le champ de gravité à la surface de Mars a été estimé grâce à la sonde Mars Global Surveyor.
Expliquez qualitativement le principe de mesure des anomalies de gravité à la surface d’une planète
à partir d’une sonde en orbite.

Olympus Mons a une forme proche d’un cône de révolution, et on le modélise par un cône de hauteur
h = 22 km et de rayon à sa base Rb = 300 km. On va obtenir l’attraction de gravité au sommet de ce cône
en le décomposant en une superposition de plateaux cylindriques d’épaisseur dz, dont on sommera ensuite
les contributions.

2. Soit �g la gravité sur l’axe du cône. Pourquoi �g est-il dirigé suivant l’axe des z ? On notera �g = −g�ez.
Exprimer r′ et cos� en fonction de r et z.

3. Rappeler quelle est l’expression générale de la gravité �g d’un corps occupant un volume V en fonction
de sa densité.

4. En déduire que la gravité sur l’axe d’un cylindre de rayon R(z) et d’épaisseur dz est donnée par

dg = G⇢dz� 2⇡

0
� R

0

z(z2 + r2)3�2 rdrd✓.

5. En calculant l’intégrale, montrez que

dg = 2⇡G⇢ �1 − z(z2 +R2)1�2 �dz.

6. Exprimer R en fonction de Rb et z, et intégrez l’expression précédente en z pour en déduire que
l’attraction au sommet du cône est donnée par

g = 2⇡G⇢h�����1 −
1�

1 + (Rb�h)2
�����

7. Quelle formule retrouve t’on si l’on fait tendre Rb�h vers l’infini ?
8. Comparez l’anomalie observée avec la prédiction du modèle. On pourra prendre ⇢ = 2900 kg.m−3,G = 6.6710−11 m3.kg−1.s−2.

La topographie d’Olympus Mons est-elle compensée ? Discutez qualitativement de ce que cela im-
plique pour la croûte Martienne.
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1. Le champ de gravité à la surface de Mars a été estimé grâce à la sonde Mars Glo-

bal Surveyor. Expliquez qualitativement le principe de mesure des anomalies de gravité

à la surface d’une planète à partir d’une sonde en orbite.

Olympus Mons a une forme proche d’un cône de révolution, et on le modélise par un

cône de hauteur h = 22 km et de rayon à sa base Rb = 300 km. On va obtenir l’attraction

de gravité au sommet de ce cône en le décomposant en une superposition de plateaux

cylindriques d’épaisseur dz, dont on sommera ensuite les contributions.

1. Soit ~g la gravité sur l’axe du cône. Pourquoi ~g est-il dirigé suivant l’axe des z ?

On notera ~g = −g~ez. Exprimer r′ et cosλ en fonction de r et z.

2. Rappeler quelle est l’expression générale de la gravité ~g d’un corps occupant un

volume V en fonction de sa densité.

3. En déduire que la gravité sur l’axe d’un cylindre de rayon R(z), d’épaisseur dz

et de densité ρ est donnée par

dg = Gρdz

∫ R

0

∫ 2π

0

z

(r2 + z2)3/2
r dr dθ. (39)

19. D’après l’examen posé par Renaud Deguen, L3, 2015.
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4. En calculant l’intégrale, montrez que

dg = 2πGρh

(
1− 1√

1 + (Rb/h)2

)
. (40)

5. Exprimer R en fonction de Rb et z, et intégrer l’expression précédente en z pour

en déduire que l’attraction au sommet du cône est donnée par

g = 2πGρ

(
1− z

(r2 + z2)1/2

)
dz. (41)

6. Quelle formule retrouve t’on si l’on fait tendre Rb/h vers l’infini ?

7. Comparez l’anomalie observée avec la prédiction du modèle. On pourra prendre

ρ = 2900 kg/m3. La topographie d’Olympus Mons est-elle compensée ? Discutez quali-

tativement ce que cela implique pour la croûte Martienne.

5 Textes historiques

5.1 Newton

Figure 16 – Extrait des Principia.

Expliquer et commenter la proposition donnée en figure 16, extraite des Principia 20,

le grand ouvrage de Newton.

20. Philosophiae naturalis principia mathematica, Londres, 1687 ; 2e éd. R. Cotes, Cambridge, 1713 ;

3e éd. H. Pemberton, Londres, 1726. Traduction française par Mme la Marquise du Châtelet : Principes

mathématiques de la philosophie naturelle, Paris, 1759.
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5.2 Observations du pendule par Richer

En utilisant l’observation faite en 1672 par Richer (fig. 17) déterminer la valeur de

la pesanteur en m/s2 à Paris et Cayenne. La différence peut-elle être attribuée à la force

centrifuge ? On donne : 1 pied = 12 pouces (32,483 cm) ; 1 pouce = 12 lignes (2,707 cm) ;

1 ligne = 12 points (0,226 cm). Sachant que la pesanteur varie au premier ordre comme

γ(ϕ) = γe(1+ α̂ sin2 ϕ), déterminer numériquement α̂ ainsi que la pesanteur aux pôles et

à l’équateur. En déduire l’aplatissement α de la Terre ; on donne la formule de Clairaut :

α+ α̂ = 5
2

Ω2a
γe

où Ω et a sont la vitesse angulaire de rotation et le rayon équatorial de la

Terre.

Figure 17 – Extrait des Observations astronomiques et physiques faites en l’isle de

Caïenne, Richer, 1679.

5.3 Bouguer, le premier gravimétricien ?

Expliquer et commenter le texte donné en figure 18. Indications : Bouguer a réalisé

des mesures de pesanteur avec un pendule battant la seconde. ∆ est la densité moyenne de

la Terre, δ celle des roches de surface, h est l’altitude de Quito (Équateur). On indiquera

notamment quel est le résultat fourni par cette observation. Ce résultat est-il éloigné de

la valeur connue actuellement ?
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Figure 18 – Extrait de La figure de la Terre, 1749, par Pierre Bouguer, qui peut être

considéré comme le premier essai de gravimétrie.

5.4 Première estimation de la masse de la Terre par Bouguer

Dans La Figure de la Terre, 1749, pp. 357-364, écrit suite à son expédition en Équa-

teur pour déterminer la longueur d’un degré de méridien, Bouguer donne pour la première

fois une méthode d’estimation de la densité moyenne terrestre, et donc indirectement de

la masse de la Terre, ou de la constante de gravitation. Nous allons reprendre les valeurs

numériques qu’il a déduites de ses observations en Équateur 21.

On prendra R = 6371 km pour le rayon de la Terre et on notera G la constante de

gravitation. Les questions sont en grande partie indépendantes.

1. Soit un cylindre infini, de section rectangulaire dx×dz et de densité ρ. À l’aide du

théorème de Gauss (
∫
∂V ~g · ~n dS = −4πG

∫
V ρ dV ) exprimer l’attraction de ce cylindre

en fonction des données du problème et de la distance r à ce cylindre. La section du

cylindre sera prise infinitésimale si bien qu’on pourra considérer l’attraction à symétrie

cylindrique.

2. On cherche l’attraction sur le plan de symétrie 22 d’une « planche », infinie suivant

l’axe y, et d’épaisseur dz. En projetant l’attraction de chaque cylindre infinitésimal sur

l’axe Oz, en déduire l’expression de cette attraction. On rappelle la primitive :

∫
dx/z

1 + (x/z)2
= arctan(x/z). (42)

3. En déduire que l’attraction au sommet d’une chaîne de montagnes en forme de

21. Nous proposons donc ici un commentaire détaillé de l’extrait reproduit en figure 18.
22. C’est-à-dire au point O de coordonnées x = 0, y = 0 sur la figure 19, gauche.
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prisme 23, infini suivant l’axe y, et de hauteur h, s’écrit

g = 4Gραh. (43)

4. Pour interpréter ses mesures faites dans la Cordillère des Andes, Bouguer a

considéré le cas où α est égal à π/2. A votre avis pourquoi a-t-il fait cette hypothèse ?

Est-elle légitime ? Quelle formule connue retrouve-t-on dans ce cas ?

On prendra désormais gm = 2πGρh pour l’attraction de la Cordillère en son sommet.

On note g0 la pesanteur au niveau de la mer (altitude h = 0), assez loin de la chaîne, et

g1 la pesanteur au sommet de la Cordillère (altitude h).

5. Exprimer g1 en fonction de g0, et des autres paramètres du problème. Comment

appelle-t-on les termes de cette relation ?

6. Exprimer g0 puis (g0 − g1)/g0 en fonction de la densité moyenne de la Terre ρ̄,

de son rayon R et des autres paramètres du problème.

7. Bouguer fait des mesures de pendule en ces deux points et trouve « une dimi-

nution d’une 1331eme partie sur la longueur du pendule ... lorsqu’on monte du bord de

la Mer à Quito. ». A l’époque on ajustait en effet la longueur du pendule pour qu’il

batte toujours la seconde. Que vaut approximativement (g0 − g1)/g0 ? On rappelle que

la période d’oscillation du pendule est 2π
√
`/g ou ` est la longueur du pendule et g la

pesanteur.

8. Il prend par ailleurs h = 2, 85 km. Qu’en déduit-il pour le rapport ρ̄/ρ ?

9. A l’aide des deux valeurs g0 = 9, 82 ms−2 pour la gravité de la Terre sphérique

et G = 6, 673.10−11 m3 kg−1 s−2, que trouve-t-on actuellement pour ρ̄ ? Comparer à la

valeur que Bouguer aurait trouvé en prenant une valeur « raisonnable » de la densité de

la montagne.

α

dz

a

x

z

O

z

dx

r α

b

x

z=h

O

z

Figure 19 –

23. C’est-à-dire au point O sur la figure 19, droite.
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5.5 Estimation de la masse de la Terre par Maskelyne

Dans La Figure de la Terre (1749), Bouguer donne pour la première fois une esti-

mation de la masse de la Terre basée sur l’observation de l’attraction des montagnes. Il

utilise deux types de données : des observations de pesanteur et des observations de dé-

viations de la verticale. Toutes deux donnent des valeurs qui semblent trop importantes

pour la masse de la Terre (ou trop faibles pour la masse de la montagne). En 1774,

Maskelyne, un astronome britannique, reprend la méthode de déviation de la verticale et

l’applique à une montagne bien plus petite, le Mont Schiehallion en Écosse 24. Il observe

des étoiles au méridien, en deux points situés au Sud et au Nord, sur les flans de cette

montagne. Celle-ci possède une crête Est-Ouest et des flancs Nord-Sud raides

:

Données cartographiques ©2020 2000 ft 

Schiehallion

2000 ft

Un extrait du texte de Maskelyne est donné en figure 20.

Quelle masse de la Terre peut-on en déduire ?

Données : Un pied (ft) = 30,48 cm. Volume d’une pyramide de base quelconque : V =

1
3Ah où A est l’aire de la base et h est la hauteur de la pyramide.

24. Maskelyne, Nevil (Rev.) : A proposal for measuring the attraction of some hill in this

kingdom by astronomical observations, Phil. Trans., 1775, p. 495-499. An Account of observa-

tions made on the mountain Schehallien for finding its attraction, Phil. Trans., 1775, p. 500-

542. Textes traduits partiellement en français dans Uzan Jean-Philippe, Lehoucq Roland, 2005,

Les constantes fondamentales, Belin, Paris. On peut aussi lire un résumé des résultats ici :

https://fr.wikipedia.org/wiki/Masse_de_la_Terre#Expériences_de_Maskelyne_au_Mt._Schiehallion.
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Figure 20 – Extrait de la page 531 de Makelyne (1775) op.cit.
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6 Forme de la Terre, mécanique céleste

6.1 Masse et sphéricité de la Terre

1. La Lune orbite autour de la Terre en 27 jours à une distance de 384 000 km. En

déduire une valeur approchée de la masse de la Terre. Donnée :G = 6, 67.10−11 kg−1m3s−2.

2. Calculer la contrainte verticale due au poids des roches à la base d’une montagne

de hauteur h à bords verticaux. Pourquoi peut-on considérer que la contrainte horizontale

est nulle ? Sachant que le déviateur de contraintes supportable par une roche près de la

surface est de l’ordre de 3 kbar déterminer la hauteur maximale d’une montagne sur

Terre. Et sur Mars ?

Comment varie cette hauteur avec la taille de la planète ? En déduire qu’à partir d’une

certaine taille (dont la valeur n’est pas bien définie) une planète est quasi sphérique. La

valeur que vous trouvez peut-elle être confirmée par l’observation ?

En considérant qu’un homme peut supporter une charge de 200 kg, c’est-à-dire qu’un

os de 5 cm de diamètre résiste à un poids de l’ordre de 100 kg, calculer la contrainte

de rupture d’un os. En schématisant un être vivant par un cube sur un pilier de section

carrée, en déduire la taille maximale d’un être vivant. Pourquoi les araignées ont-elles de

fines pattes et les éléphants des grosses ?

6.2 Aplatissement de la Terre

1. Dans un premier temps on suppose la Terre sphérique. Donner l’expression de

sa gravité g0 à l’extérieur en fonction de sa masse M et de la distance au centre r.

2. Soit, en coordonnées cartésiennes, ω2(x, y, 0) = ~grad
(
x2+y2

2

)
l’accélération cen-

trifuge due à la rotation de la Terre autour de l’axe des Pôles. Quel est l’effet de cette

force sur la forme de la Terre ?

3. Pourquoi peut-on écrire la pesanteur sous la forme ~g = ~gradW , où le potentiel

de pesanteur est donné par :

W (r, θ) =
GM

r
+
ω2r2

2
sin2 θ (44)

avec θ la colatitude.

4. Nous allons chercher la forme de la surfaceW = constante. Pourquoi ? En notant

GM/rp la constante, montrer que cette surface est donnée par :

r = rp +
ω2r3rp
2GM

sin2 θ. (45)
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5. Pourquoi peut-on mettre cette relation sous la forme r = rp(1 + ε sin2 θ) avec

ε =
ω2rp
2g0

? (46)

6. Exprimer le rayon equatorial re et le rayon moyen R en fonction de rp et ε. Que

représentent rp et ε ? Dessiner la forme de l’équipotentielle.

7. Déterminer numériquement ω, ε, 1/ε, re, rp. On prendra rp=6357 km. Comparer

aux valeurs que vous connaissez.

8. Le potentiel de simple couche de la forme r = rp(1 + ε sin2 θ) vaut 3GM
5R ε sin2 θ.

Comment cela change-t-il les résultats précédents ?

9. Ce calcul est-il rigoureux, pourquoi ?

6.3 Équations de Clairaut 25

En coordonnées cartésiennes, l’équation d’un ellipsoïde révolution s’écrit : x
2
1
a2

+
x22
a2

+
x23
b2

= 1 avec a > b

1. Écrire l’équation en coordonnées sphériques. On introduira α = a−b
a l’aplatisse-

ment polaire géométrique.

2. Écrire l’équation d’un ellipsoïde de révolution au 1ier ordre en α, en fonction du

rayon de la sphère équivalente (i.e. de même volume) ro = a1(1− α
3 ).

Formules de Clairaut.

On veut étudier l’équipotentielle au 1ier ordre en α d’un ellipsoïde de révolution (de demi-

grand axe a) en rotation ~ω = (0, 0, ω) autour de l’axe 0x3. On supposera cet ellipsoïde

en équilibre hydrostatique (i.e., sa surface extérieure est une équipotentielle).

Soit V g le potentiel gravifique en un point éloigné de l’ellipsoïde de masse M :

V g =
GM

r

(
1− J2

a2

r2

3 cos2 θ − 1

2

)
avec J2 =

C −A
Ma2

� 1.

On fait l’hypothèse que V g est aussi valable à la limite du corps.

Soit V r le potentiel de rotation :

~∇V r = −~ω ∧ (~ω ∧ ~r) la force centrifuge

3. Montrer que V r peut s’écrire : V r = ω2r2

2 sin2 θ.

4. Soit V le potentiel total. Ecrire, au premier ordre, V (θ) à la surface de l’ellipsoide

de révolution. On introduira la constante géodésiquem = ω2a3

GM (pour la Terrem ' 1
289 �

1).

25. D’après un TD de M. Greff-Lefftz à Strasbourg.
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5. En déduire que si α = 3
2J2 + m

2 (1ere formule de Clairaut), V (θ) = cste et que

le corps est en équilibre hydrostatique.

6. Calculer la pesanteur g(r, θ) (c’est à dire la dérivée du potentiel suivant la nor-

male à la surface) à la limite du corps. En première approximation, on a

g(r, θ) =
∂V (r, θ)

∂r

Calculer la pesanteur g(θ) en fonction de la latitude sur la surface de l’ellipsoïde. En

déduire la pesanteur à l’équateur gE = g(π2 ) et au pôle gP = g(0).

7. Calculer β = gP−gE
go

avec go = −GM
a2

(2e formule de Clairaut).

8. En déduire α + β = 5
2m (3e formule de Clairaut). Cette équation montre que,

quelque soit la distribution de densité à l’intérieur du sphéroïde , l’aplatissement hydro-

statique est determiné par des mesures de pesanteur.

9. Applications : à Paris, le pendule de Mairan, de longueur l = 0.99385 m bat

la seconde. A Pello, en Laponie, MM. Clairault, Camus, Le Monnier et Maupertuis

observent que le même pendule donne 86459.1 oscillations en 86400 secondes. Calculer la

pesanteur à Paris et à Pello. En déduire le coefficient β (latitudes : Paris, θ1 = 48◦50′ et

Pello θ2 = 66◦48′). Calculer l’aplatissement hydrostatique de la Terre (avec m = 1/289).

6.4 Corrections de pesanteur et forme de la Terre

Rappel : gm = γ + ∆gB + ∆gFaye + ∆gplateau + ∆gtopo avec :

. gm : gravité mesurée en un point de colatitude θ, d’altitude h,

. γ = γE(1 + β cos2 θ) : gravité théorique en un point de colatitude θ de l’ellipsoïde de

réference, avec γE la pesanteur à l’équateur,

. ∆gB : anomalie de Bouguer due à la distribution anormale de masses,

. ∆gFaye = −γ 2h
R (ou ∆gairlibre) : correction due à l’altitude,

. ∆gplateau = 2πρGh : effets des masses extérieures au géoïde assimilées à un plateau

d’altitude h de densité ρ,

. ∆gtopo : prise en compte de l’écart entre le plateau et la topographie.

On effectue deux mesures de pesanteur en des lieux L1 et L2 de colatitude θ1 et θ2

à l’aide d’un pendule de longueur l. Les périodes observées sont T1 et T2 (T = 2π
√

l
|g|).

Après corrections des mesures, on calculera la forme de la Terre (théorie de Clairaut).

1. Le lieu L1, situé à une altitude h1 est entouré par une chaîne de montagne

modélisée par une couronne cylindrique de rayon ri = 10 km et re = 50 km, de hauteur

hm = 1000 m. La montagne, ainsi que la croûte sous le lieu jusqu’au niveau zéro, est

25. D’après un TD de M. Greff-Lefftz à Strasbourg.
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de densité ρc. Faire la correction de Faye, la correction de plateau et la correction de

topographie.

2. On suppose l’anomalie de Bouguer nulle. Donner la gravité de Bouguer (gB =

γ + ∆gB).

3. Le lieu L2 est situé à une altitude h2. Il n’y a pas d’anomalie de Bouguer. Faire

les corrections gravimétriques.

4. A partir des valeurs obtenues, calculer la forme de la Terre.

5. En un lieu L3 à l’équateur d’altitude h3 = 400m, on trouve T3 = 2.00642s.

Calculer l’anomalie de Bouguer.

6. Applications numériques :

. Longueur du pendule l = 1 m . Densité ρc = 2670 kg/m3.

. Lieu 1. θ1 = 42◦;T1 = 2.00347 s ; h1 = 200 m ; re = 50 km ; ri = 10 km ;hm =

1000 m

. Lieu 2 : θ2 = 80◦ ;T2 = 2.00623 s ; h2 = 10 m.

6.5 Moments d’inertie, I. 26

Le tenseur d’inertie d’un corps de densité ρ, de volume V se définit par :

Ikl =

∫
V
ρ
(
δklxmxm − xkxl

)
dv

1. Calculer le tenseur d’inertie d’une sphère homogène, de masse M, de rayon a.

2. Calculer le tenseur d’inertie d’un ellipsoide homogène, de masse M, à trois axes,

d’équations x21
a2

+
x22
b2

+
x23
c2

= 1 avec a > b > c (faire un changement de variables X =

x1
a , Y = x2

b , Z = x3
c , puis passer en coordonnées sphériques).

3. Soit une Terre ellipsoidale de révolution (a = b) homogène. Calculer l’aplatis-

sement dynamique C−A
A = I33−I11

I11
au premier ordre en α = a−c

a l’aplatissement géomé-

trique. Calculer J2 = C−A
Ma2

coefficient de degré 2 du potentiel gravifique terrestre ainsi

que le rapport C
Ma2

. Au 18me siècle, on mesurait la constante de précession C−A
A = 1

305

et connaissant α = 1
300 on calculait à l’aide de la théorie de Clairaut J2 = 1.072× 10−3.

Calculer C
Ma2

et en conclure que la Terre n’est pas homogène.

6.6 Moments d’inertie, II. 27

26. D’après un TD de M. Greff-Lefftz à Strasbourg.
27. D’après un TD de M. Greff-Lefftz à Strasbourg.
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On suppose que la Terre est initialement à symétrie de révolution, de moments d’iner-

tie A, A, C. On place une masse m en un point P de colatitude réduite β, sur le méri-

dien −90o E.

1. Ecrire le nouveau tenseur d’inertie de la Terre

2. Trouver la position des nouveaux axes principaux d’inertie (on fera l’approxi-

mation I23
C−A << 1, i.e. la perturbation du tenseur d’inertie petite devant le bourrelet

équatorial).

3. Application numérique : on suppose qu’une météorite de rayon 300 km, de densité

3000kg/m3 tombe au Mexique (β = 70o;λ = −90o). Calculer l’angle θ décrivant la

nouvelle position des axes principaux d’inertie.

4. Soit une perturbation du tenseur d’inertie d’origine quelconque. On veut calcu-

ler la nouvelle position des axes principaux d’inertie. Pour cela, on exprime le passage

de l’ancien système Iancien (non diagonal) au nouveau IN (diagonal) par une rotation

d’angles d’Euler Ψ, θ, ϕ avec θ << 1 :

Iancien = PINP
−1 avec P =

 cos(Ψ + ϕ) − sin(Ψ + ϕ) θ sin Ψ

sin(Ψ + ϕ) cos(Ψ + ϕ) −θ cos Ψ

θ sinϕ θ cosϕ 1


En faisant l’approximation que la Terre reste de révolution même si on ajoute une masse

quelque part (i.e. perturbation des moments d’inertie petite devant les moments princi-

paux initaux A, A et C), calculer Ψ et θ.

6.7 L’ellipsoïde homogène de Maclaurin

Nous allons montrer que l’ellipsoïde homogène (dit de Maclaurin) est une forme

d’équilibre hydrostatique d’un corps autogravitant en rotation.

Soit un ellipsoïde homogène de densité ρ, de demi grand-axe a, à symétrie de révolu-

tion autour de son demi petit-axe c, et tournant à vitesse angulaire constante ω autour

de cet axe. On appelle E l’excentricité de l’ellipsoïde définie par E2 = a2−c2
c2

et ε = a−c
c

son aplatissement. Soit Ox, y, z le repère cartésien centré au centre de l’ellipsoïde, tel

que Ox et Oy sont dans le plan équatorial et Oz est l’axe de rotation. On rappelle que

la normale à cet ellipsoïde est un vecteur proportionnel à (x/a2, y/a2, z/c2). L’attraction

de cet ellipsoïde à sa surface est ~g = (Px, Py,Qz) où P et Q sont les constantes :

P = −2πGρ
1 + E2

E3

(
arctanE − E

1 + E2

)
, (47)

Q = −2πGρ
1 + E2

E3
2 (E − arctanE) . (48)
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1. Pourquoi essaye-t-on a priori de modéliser la Terre par un ellipsoïde ?

2. Pourquoi la condition d’équilibre est la proportionnalité de la normale et de la

pesanteur en surface ? Comment s’écrit la pesanteur en fonction de P,Q et ω ?

3. En déduire que l’équilibre impose ω2 = Q
1+E2 − P , puis que ω2

2πGρ = f(E) où f

est la fonction

f(E) =
1

E3

(
(3 + E2) arctanE − 3E

)
. (49)

4. La fonction f est représentée en fonction de
√
E en figure 21. Le point P a pour

coordonnées approximatives
√
E = 1, 6 ; f = 0, 22. À vitesse angulaire fixée combien de

figures d’équilibre peuvent exister ? Ou se situe la Terre sur ce schéma ? Ou se situerait

la nébuleuse protosolaire ?

0 2 4 6 8 10

sqrt(E)

0.00

0.10

0.20

0.30

f

Fonction f(sqrt(E))

de l’ellipsoide de Mac Laurin

x P

Figure 21 –

5. On applique maintenant ces résultats à la Terre en supposant que E << 1. Le

développement en 0 de arctan est :

arctan(E) = E − E3

3
+
E5

5
+ θ(E7). (50)

où θ(x) signifie de l’ordre de x. Développer f(E) au voisinage de 0.

6. Montrer que l’attraction (en valeur absolue) à l’équateur est environ ge = 4πGρa
3 .

7. Montrer que E2 ' 2ε. En déduire la relation trouvée par Newton :

ε =
5

4

ω2a

ge
(51)
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8. Le rapport m = ω2a
ge

de la force centrifuge et de l’attraction à l’équateur est

environ 1/289. Comment est-il estimé ? En déduire ε. Pourquoi ne trouve-t-on pas la

valeur observée 1/298 ?

9. Saturne a un rayon polaire de 54 364 km un rayon équatorial de 60 268 km, un

rayon moyen de 58 232 km, une masse de 5,68 1026 kg et une période de rotation de

10,66 h 28. On ne suppose plus que E << 1. Calculer ε, E, la densité moyenne ρ, et la

vitesse angulaire ω de Saturne. Est-ce compatible avec la théorie de l’ellipsoïde homo-

gène ? Avec cette théorie, quelle valeur d’aplatissement correspond à la valeur observée

de ω2

2πGρ ?

6.8 Énergie gravitationnelle de la Terre

On va calculer l’énergie gravitationnelle de la Terre supposée homogène, sphérique,

de densité ρ, par accrétion de masses dm de même densité. Cette accrétion fait passer

la Terre des rayons et masses R = 0, M = 0 aux rayons et masses actuels R = RT ,

M = MT .

1. On appelle énergie gravitationnelle dE apportée par un élément de masse dm,

le travail accompli par la gravité pour amener cette masse de l’infini à la surface de la

proto-Terre sphérique. Exprimer cette énergie en fonction des paramètres de la proto-

Terre.

2. Un incrément de masse dm augmente le rayon moyen de la proto-Terre de dR.

Exprimer dE en fonction de ρ, R et dR.

3. En déduire l’énergie gravitationnelle totale de la Terre en fonction de sa masseMT

et de son rayon actuel RT . Donner sa valeur numérique.

4. Faisons l’hypothèse que cette énergie est entièrement convertie en augmenta-

tion de température ∆T à pression constante par l’intermédiaire d’une capacité calori-

fique cp = 1000 J/K/Kg. Quelle serait l’augmentation de température pour la Terre ?

L’hypothèse est-elle plausible ? Quelle en est la raison physique ?

5. En déduire, pour les corps en général (planètes, astéroïdes...), comment varie

ce ∆T en fonction de leur rayon actuel. Donner le rayon en dessous duquel l’énegie

gravitationnelle est insuffisante pour fondre le corps.

28. Données issues de http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/saturnfact.html.
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6.9 Limite de Roche

Le but du problème est d’estimer la limite de Roche, distance à la planète en dessous

de laquelle un satellite peu résistant aux contraintes se brise sous l’effet des forces d’at-

traction. Le satellite sphérique de rayon r, de masse m, est en révolution autour de sa

planète à une distance d constante (mouvement circulaire), d étant la distance de centre

à centre. La planète est sphérique de rayon R et de masse M (fig. 22).

R

d

Ω

Ω
M

ρ
Μ

PO

r

ρ
m

m

Figure 22 – Planète et satellite.

1. On suppose que le système est isolé et que m est petit devant M . Que peut-t-on

choisir comme référentiel galiléen ?

2. Pourquoi peut-on considérer dans ce problème que la vitesse de révolution du

satellite est égale à Ω, sa vitesse angulaire de rotation. Montrer que Ω =
√
GM/d3.

3. Exprimer, en fonction des données du problème, les forces (par unité de masse,

ou accélérations) suivantes subies par le point P du satellite dans un référentiel attaché

au satellite :

- force gravitationnelle exercée par le satellite,

- force de marée,

- force centrifuge.

4. Décrire l’effet physique de chacun de ces trois termes : ont-ils tendance à briser

le satellite ou à le maintenir ?

5. En faisant un développement limité (r � d), montrer que l’équilibre du satellite

est lié à la fonction :

F =
Gm

r2
− 3

GMr

d3
. (52)

6. En déduire qu’il y a une distance limite dl (appelée limite de Roche) en dessous

de laquelle le satellite se brise. Donner l’expression de dl en fonction des données du

problème. L’exprimer en fonction des densités ρM et ρm de la planète et du satellite. En

1850, Roche a trouvé dl = 2, 46
(
ρM
ρm

) 1
3
R. Quels phénomènes ou forces a-t-on négligés ?
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7. Mimas, le satellite de Saturne de densité 1,44 est situé à une distance de 3,08 fois

le rayon de cette planète. Les anneaux de glace de Saturne sont à une distance comprise

entre 1,15 et 2,25 fois le rayon de la planète. La densité de Saturne est de 0,7. Est-ce que

la théorie développée vous satisfait (la nôtre et/ou celle de Roche) ?

6.10 Ralentissement de la rotation terrestre

1. L’énergie cinétique de rotation s’écrit E = 1
2IΩ2 : expliquer. On mesure que

la durée du jour augmente de 2 milli-secondes par siècle : comment réalise-t-on cette

mesure ? En déduire la puissance de rotation perdue. A votre avis où est perdue cette

énergie ?

2. En déduire que la Lune s’éloigne et à quelle vitesse.

3. Le moment cinétique de la Terre en rotation axiale s’écrit σ = CΩ : expliquer. On

observe actuellement une variation ∂tC
C = −6.10−14 an−1. Quelle peut-en être la cause ?

Quelle est la variation correspondante de Ω ? Comparer avec la valeur de 2 millisecondes

par siècle.

6.11 Vitesses d’impact et de libération

Déterminer le potentiel de gravité à l’extérieur et à l’intérieur de la Terre supposée

homogène et sphérique.

Rappeler le théorème de l’énergie cinétique.

En déduire la vitesse d’un corps arrivant sur Terre et parti de l’infini à vitesse nulle.

Pourquoi appelle-t-on cette quantité la vitesse de libération ?

6.12 Rotation des planètes

On pense que la Lune s’est formée par agglomération de matériel détaché de la Terre

suite à un gros impact (qui a projeté le matériel mais qui a pu aussi augmenter le moment

cinétique). On cherche dans ce problème à déterminer la vitesse de rotation de la Terre

à ses débuts, juste avant ou juste après l’origine de la Lune. Pour cela on va estimer le

moment cinétique du système Terre-Lune. On supposera par ailleurs que depuis l’origine

de la Lune le système Terre-Lune peut être supposé isolé.

Données numériques (I = inertie) :
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Planète Masse M Rayon R I/MR2 Période

(1024kg) (km) rotation (h)

Terre 6,0 6400 0,33 23,9

Mars 0,64 3400 0,37 24,6

Jupiter 1900 70000 0,25 9,9

Saturne 570 58000 0,21 10,7

Uranus 87 25000 0,23 17,2

Neptune 102 25000 0,23 16,1

1. Le théorème du moment cinétique s’écrit d ~H/dt = ~C avec ~H =
∫
V

~OM ∧ ρ~v dV

et ~C =
∫
V

~OM ∧ ρ~f dV . Décrire les quantités présentes dans cette égalité et donner des

exemples d’application. [20 lignes max]

2. Dire ce qu’est une force de marée et rappeler ses effets. [20 lignes max]

3. On rappelle que le moment cinétique d’une planète est la somme du moment de

révolution Md2ω et du moment de rotation IΩ. Expliquer. [20 lignes max]

4. Calculer pour chacune des planètes du tableau leur moment cinétique de rotation

par unité de masse. Représenter ces quantités en fonction des masses dans un diagramme

log-log.

5. Dans ce diagramme la droite y = 0.25 × 10−10M4/5 (en u.s.i.) semble fournir

une loi empirique correcte. La représenter. Voyez-vous une raison pour qu’il existe une

loi entre le moment cinétique et la masse ? A votre avis pourquoi la Terre se situe-t-elle

en dessous de cette loi ?

6. Quelle serait la période de rotation (= durée du jour) de la Terre si elle suivait

cette loi. A quoi pourrait correspondre cette période ?

On cherche maintenant le moment cinétique du système Terre-Lune. Données : masse

de la Lunem = 7, 3×1022 kg, distance Terre-Lune d = 384 000 km ; période de révolution

TL = 27, 3 jour solaire.

7. Comment s’exprime la distance du centre de masse du système Terre-Lune à celle

du centre de la Terre en fonction des données du problème ? Calculer numériquement

les moments cinétiques de translation de la Terre et de la Lune autour de leur centre de

masse commun. Calculer et placer sur le diagramme le moment cinétique par unité de

masse du système Terre-Lune.

8. Si le moment cinétique du système Terre-Lune était entièrement attribué à la

rotation diurne de la Terre à quelle période de rotation cela correspondrait-il ? A votre

avis dans quels sens (croissant, décroissant, constant) ont évolué depuis l’origine de la
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Lune les moments cinétiques respectifs de la Terre, de la Lune et du système Terre-Lune ?

9. En déduire une histoire hypothétique de la durée du jour.

6.13 Force de marée sur la Lune

L’essentiel de l’activité sismique lunaire provient de sources situées entre 700 et 1000

km de profondeur sur la face visible et est corrélée temporellement avec les forces de

marées exercées par la Terre sur la Lune.

Donner un ordre de grandeur de la force de marée d’un astre sur un autre. Donner un

nombre sans dimension permettant d’estimer la déformation d’une planète sous l’effet

de cette force. Comparer ces nombres pour les forces de marées lunaire sur la Terre et

terrestre sur la Lune.

Quel est l’ordre de grandeur de la déformation de la Lune sous l’effet de la force de

marée terrestre ?

Quel est l’ordre de grandeur des forces de marées du Soleil sur la Lune ? Comparer à

l’attraction terrestre, que peut-on en déduire sur la trajectoire de la Lune ?

6.14 Force de marée galactique

Estimer l’importance de la force de marée de la Galaxie sur le Système Solaire (disons

entre le Soleil et la Terre). On supposera que le Système Solaire a une orbite circulaire

képlerienne autour du centre de la Galaxie où est concentrée tout sa masse. On pourra

comparer à l’attraction du Soleil sur la Terre. Données :

- distance Soleil - centre galactique : D = 30 000 années-lumière,

- distance Soleil - Terre : d = 8 minutes-lumière,

- révolution du Soleil autour du centre galactique en 240 Ma.

Texte disponible à http://frederic.chambat.free.fr/ens
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