
Formulaire 
hamps 2006 1Quelques propriétés des opérateurs di�érentielsSoient f, g des 
hamps s
alaires, u, v des 
hamps ve
toriels, V un volume de bord ∂Vde normale unitaire n vers l'extérieur, S une surfa
e orientée par n et de bord ∂S.Gradient :
df = gradf · dM

∫ B

A

gradf · dM = f(B)− f(A)Dé�nitions-propriétés intégrales :
∫

V

gradf dV =

∫

∂V

fn dS

∫

V

divu dV =

∫

∂V

u · n dS (th. de Green-Ostrogradski)
∫

V

Rotu dV =

∫

∂V

n ∧ u dS

∫

S

Rotu · n dS =

∫

∂S

u · dl (th. de Stokes)Composées :divRotu = 0 Rotgrad = 0 ∆f = divgradf ∆u = graddivu− RotRotu
∆u = (∆ui)ei dans la base 
artésienne eiDistributivité :grad(fg) = fgradg + ggradf div(fu) = fdivu+ gradf · uRot(fu) = fRotu+ gradf ∧ u div(u ∧ v) = v ·Rotu− u ·RotvNoyaux sur un domaine :gradf = 0 ⇔ f = cste divu = 0 ⇔ ∃ψ, u = RotψRotu = 0 ⇔ ∃f, u = gradf
∀u,∃f, ψ tq u = gradf + Rotψ (th. de Helmoltz)



2 Formulaire 
hamps 2006Opérateurs di�érentiels en 
oordonnées 
urvilignesCoordonnées sphériques. (θ est la 
olatitude, φ la longitude)L'opérateur gradient s'é
rit :
~grad =

∂

∂r
~er +

1

r

∂

∂θ
~eθ +

1

r sin θ

∂

∂φ
~eφL'opérateur divergen
e s'é
rit :div ~B =

∂Br

∂r
+ 2

Br

r
+

1

r sin θ

∂(sin θBθ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Bφ

∂φave
 : ~B = Br~er +Bθ~eθ +Bφ~eφ.L'opérateur rotationnel s'é
rit :
~Rot ~A =

( ∂

∂θ
(Aφr sin θ) −

∂

∂φ
(rAθ)

) ~er

r2 sin θ

+
(∂Ar

∂φ
−

∂

∂r
(Aφr sin θ)

) ~eθ

r sin θ
+

( ∂

∂r
(rAθ) −

∂Ar

∂θ

)~eφ

rCoordonnées 
ylindriques.L'opérateur gradient s'é
rit :
~grad =

∂

∂r
~er +

1

r

∂

∂θ
~eθ +

∂

∂z
~ezL'opérateur divergen
e s'é
rit :div ~B =

1

r

∂

∂r
(rBr) + +

1

r

∂Bθ

∂θ
+
∂Bz

∂zave
 : ~B = Br~er +Bθ~eθ +Bz~ez.L'opérateur rotationnel s'é
rit :
~Rot ~A =

(1

r
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−
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∂z
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~er +
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∂z
−
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∂Ar

∂θ

)

~ez



Formulaire 
hamps 2006 3Elasti
ité en 
oordonnées 
ylindriquesSoient ur, uθ, uz les 
omposantes physiques du ve
teur dépla
ement.Soient ǫrr, ǫθθ, ǫzz, ǫrθ, ǫzθ, ǫrz les 
omposantes physiques du tenseur des déformations.Soient σrr, σθθ, σzz, σrθ, σzθ, σrz les 
omposantes physiques du tenseur des 
ontraintes.Tenseur des déformations :
ǫrr =

∂ur

∂r
, ǫθθ =

1

r

∂uθ

∂θ
+
ur

r
, ǫzz =

∂uz

∂z
,

ǫrθ =
1
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∂uθ
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, ǫθz =
1
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1
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∂uz

∂θ

)

, ǫzr =
1

2

(

∂uz

∂r
+
∂ur

∂z

)

.Tenseur des 
ontraintes (en élasti
ité isotrope) :
σrr = λdivu+ 2µ

∂ur

∂r
, σθθ = λdivu+ 2µ

(

1

r

∂uθ

∂θ
+
ur

r

)

, σzz = λdivu+ 2µ
∂uz

∂z
,

σrθ = µ
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1
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, σθz = µ
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1
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∂uz
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, σzr = µ

(

∂uz
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)

,Divergen
e du dépla
ement :divu =
∂ur

∂r
+
ur

r
+

1

r

∂uθ

∂θ
+
∂uz

∂zEquation d'équilibre :
∂σrr
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1
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1

r
(σrr − σθθ) + Fr = 0
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+ Fθ = 0
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+ Fz = 0



4 Formulaire 
hamps 2006Elasti
ité en 
oordonnées sphériquesSoient ur, uθ, uφ les 
omposantes physiques du ve
teur dépla
ement.Soient ǫrr, ǫθθ, ǫφφ, ǫrθ, ǫrφ, ǫθφ les 
omposantes physiques du tenseur des déformations.Soient σrr, σθθ, σφφ, σrθ, σrφ, σθφ les 
omposantes physiques du tenseur des 
ontraintes.Tenseur des déformations :
ǫrr =

∂ur

∂r
, ǫθθ =

1

r

∂uθ

∂θ
+
ur

r
, ǫφφ =

1

r sin θ

∂uφ

∂φ
+
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− cotg θ

uφ

r

)

,Tenseur des 
ontraintes (en élasti
ité isotrope) :
σrr = λdivu+ 2µ

∂ur

∂r
, σθθ = λdivu+ 2µ
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∂θ
+
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,

σφφ = λdivu+ 2µ
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+
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,
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, σrφ = µ
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.

σθφ = µ

(

1

r sin θ

∂uθ

∂φ
+

1

r

(

∂uφ

∂θ
− cotg θuφ

))

,Divergen
e du dépla
ement :divu =
1

r2
∂
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(

r2ur

)

+
1

r sin θ

∂

∂θ
(uθ sin θ) +

1

r sin θ

∂uφ

∂φEquation d'équilibre :
∂σrr

∂r
+

1
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∂σrθ

∂θ
+

1

r sin θ

∂σrφ

∂φ
+

1

r
(2σrr − σθθ − σφφ + cotg θσrθ) + Fr = 0

∂σrθ

∂r
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r

∂σθθ

∂θ
+

1

r sin θ

∂σθφ

∂φ
+

1

r
(3σrθ + cotg θ (σθθ − σφφ)) + Fθ = 0

∂σφr

∂r
+

1

r

∂σφθ

∂θ
+

1

r sin θ

∂σφφ

∂φ
+

1

r
(3σφr + 2cotg θσθφ) + Fφ = 0


