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Quelques propriétés des opérateurs différentiels

Soient f, g des champs scalaires, u, v des champs vectoriels, V' un volume de bord 9V

de normale unitaire n vers 'extérieur, S une surface orientée par n et de bord 0S.

Gradient :

B
df =gradf - dM /A gradf - dM = f(B) — f(A)

Définitions-propriétés intégrales :

/ gradf dV = fndS
1% v

dive dV = / u-ndS (th. de Green-Ostrogradski)
)%

— —

Rotu dV:/ nAudS
oV

Rotu -n dS = u- dl (th. de Stokes)
oS

o

Composées :

divRotu =0 Rotgrad =0 Af = divgrad f Au = graddivu — RotRotu

Au = (Au;)e; dans la base cartésienne e;

Distributivité :
grad(fg) = fgradg + ggradf div(fu) = fdivu + gradf - u

Rot(fu) = fRotu + gradf Au div(u Av) = v - Rotu — u - Rotv

Noyaux sur un domaine :

gradf = 0 < f = cste divu = 0 < 3¢, u = Rotwy

Rotu =0« df,u = gradf

Yu, 3f, 1 tq u = grad f + Rot) (th. de Helmoltz)



2 Formulaire champs 2006

Opérateurs différentiels en coordonnées curvilignes

Coordonnées sphériques. (0 est la colatitude, ¢ la longitude)

L’opérateur gradient s’écrit :

lg“ + L 3“
00 rsin@@qﬁ%

—

grad =—é +

or

L’opérateur divergence s’écrit :

. = 0B, B, 1 O(sinbBy) 1 0By
divB = or 2 r +7“sin«9 a0 rsing d¢

avec : é = Brgr + Bgéb + B¢€¢.

L’opérateur rotationnel s’écrit :

- = 0 ) 0 €
RotA = (%(Adﬂ“ sin0) — a—¢(rA9)) Tand
0A, 0 ) €p 0 0A\ €4
——(A 0 —(rdy) — —
+<3q§ 87“( o7 SN ))rsiné?—i_(@r(r 0) 39) r
Coordonnées cylindriques.
L’opérateur gradient s’écrit :
ad=2g 4195, 9,
grad = or " ro0? 927
L’opérateur divergence s’écrit :
.= 10 10By 0B,
divB = 25 B+ 4050 5.

avec : B = B,é, + Byéy + B.¢E,.

L’opérateur rotationnel s’écrit :

r 00 0z

10A, 8A9>€r+ <8AT B 8Az>ﬁ 1<8 (rAy) — 3Ar)_,

e 1
Rot < 0z or €+ r



Formulaire champs 2006

Elasticité en coordonnées cylindriques

Soient u,., ug, u, les composantes physiques du vecteur déplacement.

Soient €., €gg, €5, €rg, €,0, €7, les composantes physiques du tenseur des déformations.

Soient o, 099, 04z, Org, T,9, Or, les composantes physiques du tenseur des contraintes.

Tenseur des déformations :

Tenseur des contraintes (en élasticité isotrope) :

10ug  u,

0
Opr = )\divu+2u§, o099 = Adivu + 2u <—— + —) , Oy = Xdivu + 2u

r 00 T

— laur_F%_% — %+lauz — auz+
Ire = 4 r 00 or r )’ G0z = 1 0z r 00 )’ Tar = or

Divergence du déplacement :

dive — ou, n Uy 1 % Ou,

o T Y0 T o

Equation d’équilibre :

doyr 100, Oop, 1
- z _ F.=0
or + r 00 + 0z + T (orr = 09p) + Fr

dorg | 10099 Doy, | 209
or r 00 0z

+Fy=0

00 1009 do. Ozr
z Jzr |\ g
or r 00 + 0z + r =0

ou,

0z’

ou,
0z

)
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Elasticité en coordonnées sphériques

Soient u,, ug, ug les composantes physiques du vecteur déplacement.
Soient €., €gg, €4p; €70, €rps €94 les composantes physiques du tenseur des déformations.

Soient oy, 09, 04, Ore, Org, Tas les composantes physiques du tenseur des contraintes.

Tenseur des déformations :

_ Our _ L10up  ur _ L Ou gt
Crr = or’ 669_7“(99 r’ €0 = L sind 1J0) cote ’
1 (10u,  Oug g 1 (Ouy 1 Our ug
o5 (7552, co=3 (Tt e~ )

1 (10ug 1 Oug Ug
€69 2(7“ 90 " Tsing ¢ v )

Tenseur des contraintes (en élasticité isotrope) :

10ug  u,

o = Adivu + 24 o099 = Adivu + 2u <———i——>7

ou,
r )

0 r 00 r

. 1 8U¢ Ug Uy
=Ad 2 —- tgd— 4+ —
T¢¢ v 'u<rsin€ 1)) +cotg r * r)’

O = laur+%_% O = %_{_ 1 aur_%
A W) or r)’ o =B\ oy rsing 9¢  r )’

= L%—i—l %—cot Ou
966 = 1 rsind 0¢  r \ 00 &V | |

Divergence du déplacement :

10 1 0 . 1 8U¢
T r2or (T ur) + 7 sin 6 90 (ug sin 0) + rsin98—¢

Equation d’équilibre :

80rr + 1807,9 1 80’T¢ 1

or " r 00  rsind 9¢ + (200 — 099 — 04 + cotg borg) + Fr = 0

(90'7»9 + 1(90‘99 1 30’9¢ 4 l

or r 00 rsinf 0¢ r

0o g . 18%9 1 Oogg
or r 00 rsing 0¢

(30}9 + cotg 0 (099 — O'¢¢)) + Fy =0

1
+ . (30gr + 2cotg Bogy) + Fy =0



