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Compression gravitaire d’une montagne ; commentaires

Sur la constante d’intégration de w_z

Trouver la constante est problématique dans le cadre strict de cet exercice :

- s1 le sol était supposé indéformable, alors on prendrait u_z (z=h)=0. Mais on
voit que cette condition est impossible a réaliser pour tout x,y.

- si le sol est déformable, comme supposé¢ dans exercice, alors la constante de
u_z est liée a la profondeur moyenne a laquelle le bloc s’enfonce : quantité qu'on
ne pourrait connaitre qu’en résolvant la déformation du sol, ce qui n’est pas
demand¢ dans 'exercice.

La constante reste donc indéterminée icl.

Indépendamment, dans le commentaire, vous pouvez expliquer en 1 phrase
pourquoi la solution trouvée n’est au mieux qu’approximative.

Sur la solution numeérique avec sol indéformable et non glissant

Globalement toutes les figures coincident avec la solution analytique sauf a la
base.

Figure 1 : \sigma_xx est bien égale a zéro, presque partout sauf a la base, C’est
normal, a la base il y a de un peu de compression horizontale car on contraint
u_x a étre = 0 (voir figure 4).

Figure 2 : |\sigma_zz| augmente bien linéairement (\rho g z) pour atteindre
environ 3e7.

Figure 3 : \sigma_xz est nul presque partout : Phypothése isostatique faite au
départ est bien vérifiée. A la base, ¢’est non nul car il faut bien du frottement
horizontal pour qu’il n’y ait pas de déplacement horizontale.

Figure 4 : Dans le cas présent, la contrainte de Von Mises est ¢gale a la valeur
absolue de sigma_zz, on retrouve bien | \sigma_zz|. La forme indique bien un
écrasement pres de la base et et un déplacement nul au contact avec le sol.
Figure 5 : u_x semble bien proportionnel a x et z. Il est positif a droite et négatif
a gauche : épaississement de la colonne. 11 devient bien nul a la base.

Iigure 6 : u_z varie plus vite que linéairement de la base au sommet, ga peut
bien étre parabolique. L’ordre de grandeur est le méme que celui calculé
analytiquement : environ 16 cm. Il est nul a la base, pas comme la solution
analytique. |
Figure 7 : le champ de vecteurs de déplacement correspond bien a la solution |
intuitive : les particules se déplacent vers le bas et Pextérieur (écrasement du
bloc}.

\sigma_zz < \sigma_xx = \sigma_yy soit

\tilde{\sigma}_zz > \tilde{\sigma_xx} = \tilde{\sigma_yy} : extension

tectonique.
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Cisaillement tau sur les 4 faces
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Cisaillement tau sur 2 faces,
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Géophysique L3 2012-2013
Eixercice 5

Marine Lasbleis, Fred Chambat
21 mars 2013

On donne le déplacement élastique d’un milieu comme
u(r,t) = Vo(r,t), (1)
ou P est une fonction scalaire, et r le vecteur position.
Le déplacement u est solution de I’équation de 1’élasto-dynamique
2u
pW:(A+2u)VV-u—pVxqu. (2)
1. Donnez en quelques mots les principales hypotheses qui permettent d’écrire cette équation
(2).
2. Donnez les noms usuels et les unités des différentes grandeurs de ’équation (2).

3. Quelle équation vérifie V2 ?

4. Montrer que 'on peut écrire cette équation sous la forme

2
V2 <%—t§ — c2v2F> =0, (3)

en précisant ce que sont F' et c.

5. Que représente ¢, dans le cas qui nous intéresse ? Quelle est son unité ?

Dans notre cas, on peut montrer mathématiquement (non demandé) que 1'équation (3)

se simplifie en
PE 5,
— —c"V°F =0. 4
6. On se place maintenant dans le cas ou ® ne dépend que de z, la position selon I'axe
horizontal. Réécrivez 1'équation précédente (4) pour ® en une seule dimension.

7. On propose de tester comme solution ® = Acos(ax — bt). Quelle est la condition sur a
et b pour que cette fonction soit effectivement solution ?

8. Calculez maintenant le déplacement w avec la solution calculée a la question précédente.

9. Quel type d’onde est-ce ? A quelle vitesse se propage-t-elle 7 Donnez l'unité de A,
I’amplitude du potentiel scalaire ®.



Géophysique L3 2012-2013
Exercice 5 : correction

Marine Lasbleis, Fred Chambat
21 mars 2013

On donne le déplacement élastique d’un milieu comme
u(r,t) = Vo(r,), (1)

ou P est une fonction scalaire, et r le vecteur position.
Le déplacement u est solution de I’équation de 1’élasto-dynamique

0*u

s = A T2 VY u—pV XV xu, (2)

1. Donnez en quelques mots les principales hypotheses qui permettent d’écrire cette équation
(2).
Hypotheses de continuité du milieu, pas d’autres forces s’appliquant, et milieu homogene
et isotrope.

2. Donnez les noms usuels et les unités des différentes grandeurs de 1’équation (2).

A et p sont les coefficients de Lamé, en Pascal. u est le déplacement, en m. p est la

densité, en kg.m 3. Le temps ¢ est en secondes. Et les V correspondent a des dérivées

d’espace, en m™1.

3. Quelle équation vérifie V2 ?
EN injectant ’équation (1) dans 1’équation (2), puis en prenant la divergence de 1’équation
obtenue, sachant que les dérivées temporelles et spatiales commutent, on trouve

0?V2d

ot?

p = (A +2u)V>V?0.

4. Montrer que l'on peut écrire cette équation sous la forme

2
V2 (%—g - C2V2F) =0, (3)

en précisant ce que sont F et c. En factorisant tout sous l'opérateur V2, on trouve
directement la forme demandée, avec ® = F et ¢ = (A + 2u)/p.



. Que représente ¢, dans le cas qui nous intéresse 7 Quelle est son unité 7 ¢ est la vitesse

des ondes sismiques P. C’est donc en m.s~!.

Dans notre cas, on peut montrer mathématiquement (non demandé) que 1’équation (3)
se simplifie en

PE

— —cV°F=0. 4

5 (4)
. On se place maintenant dans le cas ou ® ne dépend que de z, la position selon 'axe
horizontal. Réécrivez I’équation précédente (4) pour ® en une seule dimension.

En une dimension, c¢’est a dire en posant J, = 0. = 0, on a

D A4 2 0°0
oz p 0%

. On propose de tester comme solution ® = Acos(az — bt). Quelle est la condition sur a
et b pour que cette fonction soit effectivement solution ?

En injectant cette forme dans I’ équation précédente, on trouve ¢ = b%*/a®. 1l faut juste
faire attention a ce que tous les coefficients soient positifs pour dire ¢ = b/a.

. Calculez maintenant le déplacement u avec la solution calculée a la question précédente.
U= Vo = —Aasin(ax — bt)é,.

. Quel type d’onde est-ce 7 A quelle vitesse se propage-t-elle 7 Donnez l'unité de A,
I'amplitude du potentiel scalaire ®. C’est une onde P (onde de compression). Elle se
propage a la vitesse ¢ définie précédemment. Le potentiel scalaire est homogene a une

longueur a la puissance -2, donc A est en m~2.



EXAM

L3

On rappelle que le tenseur des contraintes est donnée par o;; = Aexrd;j + 2pu€;; ou le
tenseur des contraintes est €;; = 1/2(0u;/0x; + Ou;j/0x;).

On considére une carotte de roche de densité p = 2800 kg m~3, cylindrique, de hauteur
h suivant l'axe oz, de paramétres de Lamé A et pu.

Dans une premiére expérience cette carotte est comprimée suivant l'axe oz, par une
force par unité de surface, X, alors que la carotte est confinée latéralement. Exprimez son
raccourcissement dh en fonction des données du probléme.

Dans une deuxiéme expérience, la carotte n’est plus confinée latéralement. Exprimez son
nouveau raccourcissement dh’ ainsi que son épaississement de’.

On a mesuré dans la premiére expérience, 0h = 21 um et dans la deuxiéme dh' = 25
pm (b =5 cm, ¥ = 107 Pa) Calculez la valeur des paramétres de Lamé et du module
d’incompressibilité K de la roche constituant la carotte.

Calculer les vitesses v, et vs des ondes sismiques qui peuvent se propager dans cette
roche.

On considére un plan qui coupe la carotte et on appelle 6 I'angle que fait ce plan avec
I'axe oz Calculer les contraintes normale et tangentielle sur ce plan lors de la deuxiéme
expérience.

1. DM

On considére une plaque d’épaisseur h fichée dans un mur, de longueur L suivant ox. Ce
probléme a été discuté par Galilée (1564-1642) dont je joins la figure (Figl) qui a proposé
une solution incorrecte alors qu’il avait été résolu correctement (mais qualitativement) par
Léonard de Vinci (1452-1519), 100 ans plus tot (Fig2). L’équilibre de cet objet nécessite la
présence de contraintes internes que nous allons étudier.

On appelle o le tenseur des contraintes, on suppose que toutes les déformations restent
modestes et on traite d’abord un probléme 2D ou la plaque est infinie suivant oy. On fixe
Porigine des ordonnées z au milieu de la plaque (qui s’étend donc de z = —h/2 & z = h/2)
et 'axe oz est vers le haut. Considérez la tranche de la plaque située a I’abscisse x. Montrez
que I’équilibre des forces implique

h/2

/ O dz = Pgh(L - l‘)

—h)2
1



déflexion w(x) Extrémité libre

Encastrement —eeeeeeee )y Poutre

FIGURE 1. Illustration de Galilée et schéma moderne

et I’équilibre des moments

h/2
/ Oppzdz = Pgh(L - $)2/2 a
—h/2

Le rayon de courbure local de la plaque est R (c’est le rayon du cercle oscultateur a
Pabscisse x). Justifiez (cf. Vinci) que la partie externe de la plaque est en compression, sa
partie interne en compression, et que €;, = z/R.

On rappelle les équations de I'élasticité o;; = Aegp0;5 +2p€;;. Pour notre plaque on pourra
considérer qu’il n’y a pas de déformation dans la direction oy, €,y = 0 (c’est '’hypothése
plaque infinie) ni de contrainte normale & la plaque o,, = 0 (il n’y a pas de contraintes
normales en z, ni sur, ni sous la plaque, qui de plus est mince, il n’y a donc aucune contrainte
0>). Montrez que
A+ p
N+ 2M6zz-

On rappelle que le rayon de courbure R est donné par 1/R = d*w/dz? ot w(x) est la
déflexion de la plaque. Montrez que

Oz = 4p

d>w _ pgh 2
bl oA S
dz? 2 ( =)

ou encore .
d*w



EXAM 3

FIGURE 2. Manuscrit de Léonard de Vinci. Translation : "Of bending of
the springs : If a straight spring is bent, it is necessary that its convex part
become thinner and its concave part, thicker. This modification is pyramidal,
and consequently, there will never be a change in the middle of the spring.
You shall discover, if you consider all of the aforementioned modifications,
that by taking part ’ab’ in the middle of its length and then bending the
spring in a way that the two parallel lines, 'a’ and ’b’ touch a the bottom,
the distance between the parallel lines has grown as much at the top as it
has diminished at the bottom. Therefore, the center of its height has become
much like a balance for the sides. And the ends of those lines draw as close
at the bottom as much as they draw away at the top. From this you will
understand why the center of the height of the parallels never increases in
’ab’ nor diminishes in the bent spring at ’co.’

ou la rigidité flexurale D est

poFATE s
3A+2u

Calculez la forme de la plaque avec les conditions w(0) = dw/dxz(0) = 0. Quelle est la
déflexion maximale de la plaque? Comment varie la déflexion pour une plaque deux fois
plus longue ? Deux fois plus épaisse 7 Quelle est la contrainte cisaillante maximale de la
plaque ? Quelle est la contrainte normale maximale ? Pourquoi une plaque peut-elle casser ?

Les plaques lithosphériques présentent un bombement en avant des fosses de subduction
que nous allons essayer de comprendre avec le modéle précédent.

On suppose que la plaque lithosphérique a la méme densité que le manteau sous-jacent.
L’équivalent de la charge de la plaque dans ’équation (b), pgh, est maintenant la différence
entre les pressions que la plaque regoit de 'asthénosphére et de I'océan. La plaque est en
équilibre lorsque w = 0, si la plaque est soulevée de w, la pression diminue du cété de
I’asthénosphére de —p, gw mais seulement de —p.gw du coté de 'océan, la plaque est donc




4 L3

soumise a une force —(p,, — pe)gw et I'équilibre de la lithosphére impose

4
DCCZZTQZ + (pm - pe)gw =0.

Montrez que la solution générale de cette équation est w = exp(x/d)(Acos(z/d) +
Bsin(x/d)) + exp(—z/5)(C cos(x/d) + Dsin(z/d)). Calculer la longueur flexurale §. Ex-
primer la forme de la lithosphére sachant qu’on pourra choisir w = wq et d?w/dxz? = 0 prés
de la fosse, a x = 0. Calculer la hauteur du bombement.

Pour la fosse des Marianne, Fig 3, estimez 1’épaisseur élastique, le bombement est-il de

la bonne hauteur ?

FIGURE 3. Bathymétrie de la fosse des Mariannes

On considére & niveau le schéma de la Figure 1. Maintenant on suppose que ce qui
était une plaque infinie en y est en fait de largeur [. I’équation (a) reste valable, mais il est
maintenant plus raisonnable de supposer oy, = 0 (la plaque n’est pas confinée latéralement)
que €y, = 0 comme précédement. Montrez que

d*w h
DS = %(L — )%,
comparez D et D'

Montrez que \

T oA 2

En déduire que si la plaque est pliée vers le bas, la fosse doit elle méme étre arquée. Dans
quel sens ? Cela correspondant il & ce qui peut étre observé?
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On considére une plaque d’épaisseur h fichée dans un mur, de longueur L suivant ox. Ce
probléme a été discuté par Galilée (1564-1642) dont je joins la figure (Figl) qui a proposé
une solution incorrecte alors qu’il avait été résolu correctement (mais qualitativement) par
Léonard de Vinci (1452-1519), 100 ans plus tot (Fig2). L’équilibre de cet objet nécessite la
présence de contraintes internes que nous allons étudier.

Fi1G. 1. Illustration de Galilée et schéma moderne

On appelle o le tenseur des contraintes, on suppose que toutes les déformations restent
modestes et on traite d’abord un probléme 2D ou la plaque est infinie suivant oy. On fixe
Porigine des ordonnées z au milieu de la plaque (qui s’étend donc de z = —h/2 & z = h/2)
et 'axe 0z est vers le haut. Considérez la tranche de la plaque située a ’abscisse x. Montrez
que I’équilibre des forces implique

h/2
/ O dz = pgh(L - l‘) (1)
—h/2
et I’équilibre des moments
h/2
/ Ouezdz = pgh(L — x)%/2. 2
—h/2

Sur une tranche verticale de poutre s’exerce, suivant ox, la force f 0z:dS et suivant oz,
la force [ 0,.dS. La seule force volumique est ici le poids (suivant —oz) de la portion de
poutre supportée pgh(L — z). On a donc (1) ainsi que

h/2
/ Opedz =10 3
—h)2

(en moyenne, o, est nul). Considérons maintenant les moments appliqués par rapport a
un axe situé en (x,0). Les forces cisaillantes liées & 0,, n'ont pas de bras de levier (ces
forces "passent" par ’axe par rapport auquel on calcule le moment). Le moment du poids
est donc equal au moment des contraintes normales, donc on obtient (2).

Le rayon de courbure local de la plaque est R (c’est le rayon du cercle oscultateur a
Pabscisse x). Justifiez (cf. Vinci) que la partie externe de la plaque est en compression, sa
partie interne en compression, et que €;, = z/R.

Considérons deux points AB situés a la méme hauteur z dans la poutre non fléchie. Aprés

flechissement, les points situés au dessus du milieu de la plaque s’éloignent, les points situés
1
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Fi1G. 2. Manuscrit de Léonard de Vinci. Translation : "Of bending of the
springs : If a straight spring is bent, it is necessary that its convex part
become thinner and its concave part, thicker. This modification is pyramidal,
and consequently, there will never be a change in the middle of the spring.
You shall discover, if you consider all of the aforementioned modifications,
that by taking part ’ab’ in the middle of its length and then bending the
spring in a way that the two parallel lines, 'a’ and 'b’ touch a the bottom,
the distance between the parallel lines has grown as much at the top as it
has diminished at the bottom. Therefore, the center of its height has become
much like a balance for the sides. And the ends of those lines draw as close
at the bottom as much as they draw away at the top. From this you will
understand why the center of the height of the parallels never increases in
’ab’ nor diminishes in the bent spring at ’co.’

au dessous du milieu de la plaque s’approchent. Les points AB situés au milieu de la plaque
z = 0, ne s’éloignent pas I'un de 'autre, ils sont vus depuis le centre de courbure sous 'angle
36 tel que [AB] = R0. Les points AB situés en z deviennent donc [A'B’] = (R+ 2)d6. Par
définition €,, = ([A’B’] — [AB])[AB] = z/R. Cela vérifie bien la condition (3).

On rappelle les équations de I'élasticité o;; = Aegr0;;5 +2p€;;. Pour notre plaque on pourra
considérer qu’il n’y a pas de déformation dans la direction oy, €,y = 0 (c’est 'hypothése
plaque infinie) ni de contrainte normale & la plaque o,, = 0 (il n’y a pas de contraintes
normales en z, ni sur, ni sous la plaque, qui de plus est mince, il n’y a donc aucune contrainte
0>). Montrez que
A+
N+ 2M€:1:x-

On rappelle que le rayon de courbure R est donné par 1/R = d*>w/dz? ot w(z) est la
déflexion de la plaque. Montrez que

Oz = 44

*w  pgh >
D= Lo
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ou encore
d*w

p&¥
dat

= pgh, (4)
ou la rigidité flexurale D est
_ B AT s
3N+2u
Calculez la forme de la plaque avec les conditions w(0) = dw/dx(0) = 0. Quelle est la
déflexion maximale de la plaque? Comment varie la déflexion pour une plaque deux fois
plus longue ? Deux fois plus épaisse 7 Quelle est la contrainte cisaillante maximale de la

plaque ? Quelle est la contrainte normale maximale ? Pourquoi une plaque peut-elle casser ?
On trouve

lpgh 5, 1 5 1 1,
w=-———a (-2 — sLx+ - L
2 D (12 3 * 2 )
Wnar = %%. Une poutre 2 fois plus longue est 16 fois plus courbée, une courbe 2 fois
plus épaisse 4 fois moins courbée (car il y a un k% dans D). Ceux qui ont trouvé "2 fois plus

courbée" ont fait preuve d’'un manque de sens physique étonnant. La contrainte cisaillante

maximale est 07" = pgL, la contrainte normale maximale est
A+ pu 12D h d*w L?
U;}}Eax — :U’>\+ 2N€7m733a:1: — h37§7dx2 = 3ngﬁ

Puisque h << L, la contrainte normale est infiniment plus large que la contrainte cisaillante :
on casse une poutre (un baton) en le pliant, pas en le cisaillant.

Les plaques lithosphériques présentent un bombement en avant des fosses de subduction
que nous allons essayer de comprendre avec le modéle précédent.

On suppose que la plaque lithosphérique a la méme densité que le manteau sous-jacent.
L’équivalent de la charge de la plaque dans I’équation (b), pgh, est maintenant la différence
entre les pressions que la plaque recoit de ’asthénosphére et de 'océan. La plaque est en
équilibre lorsque w = 0, si la plaque est soulevée de w, la pression diminue du co6té de
I’asthénosphére de —p,, gw mais seulement de —p.gw du coté de l'océan, la plaque est donc
soumise a une force —(p,, — pe)gw et I'équilibre de la lithosphére impose

d*w
Dw (pm - pe)gw =0.
Montrez que la solution générale de cette équation est w = exp(x/d)(Acos(z/d) +

Bsin(x/d)) + exp(—z/d)(C cos(z/d) + Dsin(z/d)). Calculer la longueur flexurale §. Ex-
primer la forme de la lithosphére sachant qu’on pourra choisir w = wq et d>w/dz? = 0 prés
de la fosse, & x = 0. Calculer la hauteur du bombement.
On trouve §* = 4D/Apg. Bien sir il fallait écrire que A = B = 0, (condition a l'infini).
On trouvait
w = wp exp(—z/d) cos(x /).

Le bombement est d’ordre w = wg exp(—3m/4) = 0.067wy a x = (3/4)md, le zero est croisé
ax=(1/2)md.
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Pour la fosse des Marianne, Fig 3, estimez 1’épaisseur élastique, le bombement est-il de
la bonne hauteur ?

Je n’avais pas donné les paramétres élastiques que vous auriez pu trouver dans la litté-
rature. Vous auriez pu au moins trouver la longueur flexurale, (1/2)m0 ~ 80 km.

Fic. 3. Bathymétrie de la fosse des Mariannes

On considére & niveau le schéma de la Figure 1. Maintenant on suppose que ce qui
était une plaque infinie en y est en fait de largeur [. I’équation (a) reste valable, mais il est
maintenant plus raisonnable de supposer o, = 0 (la plaque n’est pas confinée latéralement)
que €,y = 0 comme précédement. Montrez que

d>w  pgh
1 GTW PG N2
de 2 (L .T) Y

comparez D et D'

On trouve
D ﬂ3)\+2’uh3.
12 A4 p
et )
1 Iz

D-D > 0.

T2+ (A 2u)
La plaque infinie se courbe plus difficilement que la plaque de largeur finie, ce qui parait
raisonable.

Montrez que
A

W TN 20)

En déduire que si la plaque est pliée vers le bas, la fosse doit elle méme étre arquée. Dans
quel sens ? Cela correspondant il & ce qui peut étre observé?

0zz change de signe a travers la plaque, donc €,, change aussi de signe a travers la
plaque. Elle est légérement en extension suivant y sous la plaque, en compression dessus.
Si la plaque se plie vers le bas, les bords de la plaque vont se plier légérement vers le haut.
Pliez une régle en plastique et vous le verrez. Cela suggére que les zones de subduction
sont courbées, concaves vers la plaque subduite. Cela est généralement le cas (Sandwich,
Aléoutiennes...).



